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翻译 说 明 


要 学 好 数学 , 必须 喜爱 数学 。 入 门 的 书 对 于 启发 读者 的 
兴趣 和 爱好 关系 很 大 一 本 好 书 循循善诱 .引人入胜 ; 相反 ， 
则 望 而 生 长 . 令 人 却步. 

由 于 种 种 原因 ， 数 学 往往 被 只 上 一 层 神 秘 的 面纱 。 好奇 
的 中 学 生 、 热 心 的 中 学 老师 和 各 条 战线 上 广大 的 科教 工作 者 
都 渴望 了 解 ， 帘 竟 什 么 是 数学 ? 它 有 那些 主要 方面 ? 近代 数 
学 研究 什么 问题 ?有 那些 重要 的 数学 思想 和 成 就 ? 

为 了 满足 这 些 要 求 , 我 们 组 织 选 译 了 这 套 < 新 数学 丛书 ， 
向 广大 读者 推荐 。 

和 一 般 的 通俗 数学 读物 不 同 ，《 新 数学 丛书 ?的 选 题 既 不 
是 介绍 某 些 有 趣 的 数学 问题 , 也 不 是 传授 专门 的 解 题 技 巧 ; 而 
是 向 未 必 具 有 很 深 数学 修养 的 读者 系统 地 介绍 一 些 与 近代 数 
学 有 关 的 数学 分 支 中 的 专题 ， 这 套 书 选 题 面 较 广 ,涉及 代数 、 
几何 .分 析 、 拓 扑 、 概率、 计算 机 以 及 数学 在 力学 、 物理 等 方面 
的 应 用 ， 内 容 昌 然 浅显 ， 但 却 抓 住 了 核心 和 基本 的 数学 恩 
想 ， 

这 套 书 还 有 一 个 特点 ， 撰写 人 大 多 数 是 该 领域 中 的 著名 
学 者 学术 造 话 精 深 , 热心 普及 数学 教育 ; 因此 能 高 哈 远 唱 , 深 
入 浅 出 ,生动 而 严肃 , 简明 而 不 失 全 狐 . 

这 套 丛 书 不 仅 可 以 作为 高 中 学 生 和 大 学 低 年 级 学 生 的 课 
外 读物 ， 面 且 对 于 想 了 解 近代 数学 思想 和 方法 的 科教 工作 省 
也 提供 了 一 条 门 径 。 


< 新 数学 从 书 2 首创 于 1961 年 ,已 陆续 出 版 近 三 十 册 ， 有 
些 书 早已 脱销 。 < 新 数学 丛书 编 委 会 ， 特 别 是 Anneli Lax 
教授 ， 得 知 我 国有 意 翻 译 这 大 丛书 后 ， 怀 慨 地 赠送 了 全 套 样 
书 。 在 此 ,我 们 表示 衷心 的 感谢 。 


江 泽 涵 ” 张 恭 庆 


附注 : 《新 数学 丛书 ?的 中 译本 , 除 本 书 外 , 其 余 各 册 均 由 北京 大 学 出 版 社 组 
译 出 版 。 


致 读 者 


这 本 书 是 专业 数学 家 编写 的 一 套 丛 书 中 的 一 本 . 编写 这 
套 从 书 的 目的 是 要 向 广大 的 中 学 生 和 非 专 学 数学 的 外 行人 ， 
把 一 些 重 要 的 数学 概念 说 明 得 有 趣 且 能 懂 . < 新 数学 丛书 》 中 
的 大 多 数 书 所 讨论 的 课题 ,通常 不 属于 中 学 课程 表 范 围 ; 各 书 
的 难 易 程度 不 同 , 甚至 于 在 同一 本 书 里 ,有 些 部 分 就 比 其 他 部 
分 更 需要 全 神 贯 注 才能 读 凤 虽然 读者 要 懂得 这 丛书 中 大 多 
数 书 ,并 不 贰 要 多 少 专门 知识 ,但 是 他 必须 动 一 血 脑 篇. 

如 果 读 者 从 来 只 在 课堂 上 才 过 到 数学 , 那 他 就 应 该 牢记 ， 
数学 书 不 能 读 得 很 快 ， 他 也 一 定 不 要 期 望 读 第 一 遍 时 就 能 理 
解 书 的 全 部 内 容 。 复杂 的 部 分 他 应 该 不 受 拘束 地 跳 过 去 六 及 
后 再 回 过 头 来 读 ; 一 个 论点 经 常会 通过 后 面 的 话 才 搞 清楚。 
另 一 方面 ,内 容 十 分 束 悉 的 一 些 节 可 以 读 得 很 快 ， 

学 数学 的 最 好 办 法 是 “做 ”数学 ; 每 一 本 书 里 都 包含 问题 ， 
其 中 有 些 可 能 需要 很 可 观 的 思考 ,劝告 读者 养 成 读书 时 手边 
备 有 纸 和 笔 这 一 习惯 ， 这 样 地 读 ， 他 会 越 来 越 觉 得 数学 有 趣 
味 . : 
这 赛 书 的 编 印 是 一 种 新 的 冒险 .我 们 愿 在 此 昌明 并 至 
谢 ,在 准备 这 套 书 时 , 许 .多 位 中 学 师 生 曾 惊 慨 协 巧 、 编 辑 者 欢 
迎 读者 提出 意见 ;. 请 函告 Bditerial Oommitteg of 声 e NML 
Series, New .York University, The Courant' Ixs#tute of 
Mathematical Scienoes，251 Mereer Street, New York. N, 
Y, 10012, . 

4 新 数学 丛书 ?编辑 者 . 
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致 译本 的 读者 一 一 全 书 鸟 区 


本 书 的 英文 原著 是 美国 数学 联合 会 编 的 < 新 数学 丛书 ?中 
的 一 本 。 (1966 年 初版 ， 我 们 根据 第 五 次 印刷 本 翻译 ,) 原 
书 中 附 有 丛书 编者 的 一 篇 “ 致 读者 ”已 译 出 附 在 前 面 ,其 中 有 
几 个 很 好 的 建议 ,值得 读者 特别 注意 、 现 在 插入 本 篇 ,目的 是 
引导 读者 主要 从 几何 直观 的 侧面 先 鸟 王 全 书 ; 从 而 在 读本 书 . 
时 能 够 歼 容 吻 地 理解 而 且 在 恋 完 后 能 对 本 忆 的 全 坎 有 效 深 
的 印象 .党 

， 1 本 书 的 目的 是 要 说 明 拓 裤 学 是 怎 样 产生 的 ,要 闻 述 它 
的 少数 几 个 原理 ,并 上 要 给 出 它 的 一 些 丈 简单 的 应 用 (本 书 习 
部 的 第 一 句 话 ): 本 书 中 的 畔 述 包括 直 讽 的 明显 性 和 数学 证 
明 的 严密 性 这 栖 个 相辅相成 的 合 面 ， 为 着 达到 目的 , 本 书记 
采取 的 办 法 是 锋 绕 着 分 析 学 的 两 个 存在 定理 来 阅 述 这 些 原理 
《引言 第 三 段 第 一 句 话 )， 这 两 个 存在 定理 可 以 统一 地 认为 是 
解 方程 的 存在 定理 可 羽 更 具体 地 说 明 如 下 : 令 是 以 % 维 
欧 氏 空间 如 中 的 一 个 区 域 B* 为 定义 域 并 以 Jr 为 值 域 的 一 
个 单 值 连续 函数 ， 或 简称 为 一 个 映射 ， 记 为 了 :ohHygy 或 9 一 
AMKW， 在 第 一 编 与 第 二 编 (除去 第 37 节 外 ) 中， 分 别 为 下 
及 2; 第 一 篇 8I 中 的 定理 与 第 二 编 宁 18 中 的 定理 18.1 就 
是 所 说 的 分 析 学 的 两 个 存在 定理 ,在 本 书 中 分 别 叫 作 第 一 编 : 
与 第 二 编 的 宇 要 定理 ， 它们 断言 : 雪 %# 是 值 域 中 的 何 种 点 时 ， 
定义 域 中 至 少 有 一 点 2， 使 得 方程 y= 了 (zw) 成立， 通常 已 杂 
惯 地 把 数学 分 为 几何 ,代数 和 分 析 三 个 分 支 ,并 且 认 为 解 方 稳 
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是 代数 问题 ， 现 在 又 知道 第 一 编 $1 中 的 定理 是 分 析 学 中 的 
基本 定理 ， 而 且 本 书 将 告诉 我 们 这 两 个 存在 定理 在 作为 几何 
的 拓扑 学 中 的 重要 地 位 及 其 应 用 ; 可 知 在 全 部 数学 的 发 展 史 
中 ,求解 方程 确实 是 一 个 很 重要 的 侧面 ,起 很 重要 的 作用 . 

2. 第 一 编 的 主要 定理 中 的 映射 了 的 定义 域 BB 是 一 个 
闭 线 段 [4, 嫂 ， 而 值 域 是 直线 Bl， 即 f:[o, 60]->R', wy 
一 f(z). 把 [4, 8] 看 作 是 在 (2 阴平 面 的 @ 轴 上 , 并 且 把 恒 
看 作 是 这 平面 的 Yy 轴 , 然后 可 在 这 平面 作 函 数 耻 的 图 形 。 直 
观 地 把 j 的 连续 性 等 同 于 了 的 图 形 的 连续 性 ， 使 读者 有 一 个 
直观 的 理解 ,是 可 取 的 ,并 有 一些 分 析 学 的 速成 教程 中 就 是 这 
么 作 的 。 后 来 觉察 到 的 连续 性 概念 应 进一步 加 工 剖 析 ， 和 如 
同 本 书 $1 的 末 段 所 指出 的 , 分 析 学 的 大 学 教程 (如 同 现时 综 
合 性 大 学 理科 一 年 级 的 分 析 学 教程 ) 才 改 用 8 邻 域 与 83 邻 域 
的 方式 来 定义 连续 性 .学 过 这 第 二 种 教程 的 读者 ,在 掌握 了 
BR" 的 子 集中 的 邻 域 与 Re 中 的 邻 域 这 二 者 之 间 的 关系 ( 见 8 8 
中 的 第 一 个 定义 ) 后 ， 对 于 本 书 88 3 7 不 会 有 很 乡 图 难 ， 除 
去 可 能 常 有 目的 性 不 明之 感 而 外 . 

前 七 节 是 准备 工作 ， 其 关键 是 用 拓扑 性 质 来 在 代 8 邻 城 
与 8 邻 域 。 目的 性 的 详细 而 具体 的 说 明 在 88, 58 中 的 第 一 
个 定义 之 前 的 短 短 的 篇 幅 总 结 式 地 给 出 了 51 中 的 定理 的 完 
全 证 明 , 并 且 指 出 如 何在 很 大 程度 上 推广 了 这 定理 。 然后 由 
$ 8 中 的 第 一 个 定义 规定 了 什么 是 拓扑 性 质 ， 根 据 这 个 定义 ， 
特别 可 知 84 中 的 定理 4.5 就 是 说 函数 或 映射 了 上 的 连续 性 是 
扰 扑 性 质 ， 接着 在 88 中 定理 8.1 之 后 ， 回答 了 牛 扒 学 是 件 
么 这 一 问题 ， 

此 外 ， 第 一 入 中 有 和 委身 的 闪 多 仙子 与 以 及 
$89 一 12 中 的 四 个 应 用 。 . 


， 3. 第 二 编 中 的 主要 定理 是 $18 中 的 定理 18.1, 其 中 的 
单 值 的 连续 函数 或 映射 是 把 Be 即 圆 片 以 请 根据 索引 查 定义 ) 
映 到 平面 的 :D>P( 一 RB”); wi>y 一 f(z). 因为 万 与 已 都 是 
二 维 的 , 故 方 程 9==f(%) 代 表 的 是 联 立 的 一 对 方程 ， 
Y= f(D1, wa), Ya= fa(V1, Ta), 
这 就 跟 第 一 编 中 的 主要 定理 求解 一 个 变数 2 的 方程 y= 了 (2) 
完全 不 同 了 .， 在 第 一 编 中 只 要 用 函数 区 二 (oz) 在 平面 中 的 图 
形 就 可 以 直观 地 说 明 那 里 的 主要 定理 的 直观 意义 ， 现 在 第 二 
编 中 的 联 立方 程 y 一 f(w) 的 图 形 是 R: 中 的 一 个 曲面 , 人 们 难 
以 直观 地 描绘 它 ， 无 法 用 它 来 解 这 联 立方 程 ( 见 8 18 中 的 前 
四 段 ). 替代 联 立 方程 的 图 形 的 ， 是 8$18 中 定理 18.1 的 银 述 
中 所 提 的 另 一 个 很 直观 的 概念 ， 曲 线 |O 在 点 9 处 的 围绕 数 
琴 (Jf10, 内， 读者 在 读 完 818 中 前 四 段 后 ， 可 试 着 立即 读 
$15, 接着 读 $17,， 以 效 得 围绕 数 与 主要 定理 18.1 的 直观 解 
释 ， : 
为 着 直观 地 解释 圈 绕 数 ， 我 们 把 原 书 的 五 种 凑 色 的 封面 
图 改 画 如 后 ， 这 图 的 |O 不 是 简单 闭 曲 线 , 而 是 具有 五 个 内 
校 的 ( 即 十 字 路 局 式 的 ) 交 叉 点 的 闭 曲 线 ， 这 些 交 叉 点 把 10O 
分 威 具 有 循环 顺序 的 从 到 @ 十 条 简单 弧 或 图 , 卫 一 1O 共 
分 戌 七 个 连通 的 开 区 域 .读者 可 根据 直观 理解 先 来 检验 , 闭 曲 
线 f|O 在 同一 个 区 域 的 各 点 处 的 围绕 数 是 同一 个 整数 ， 确 是 
如 同 图 中 所 标明 的 一 1, 0, 1, 2, 3. 标明 0 的 和 2 的 名 有 机 
个 区 域 ， 1 
本 书 中 这 两 个 主要 定理 的 拖 述 都 说 明 儿 何 直观 是 发 现 与 
证 明定 理 的 一 个 重要 源泉 ; 也 说 明 分 析 学 自然 会 有 ,并 且 也 应 
有 速成 的 和 大 学 的 两 种 教程 ， 但 直观 的 定义 既 不 能 作为 数学 
定义 ,并且 ,如 同 第 二 编 8 19 再 一 次 所 强调 的 , 直观 解释 也 不 


e Vi。 


能 作为 数学 证 明 . 所 以 第 二 编 中 用 8 16, 8 20 到 8 22 四 节 的 
篇 幅 作为 准备 工作 ,来 建立 围绕 数 定义 ,用 $ 8S 24 一 25 两 节 来 
讨论 围绕 数 的 性 质 ， 然 后 在 8 26 中 获得 主要 定理 18.1 的 完 
全 证 明 . 

8 8 27 一 36 给 出 这 主要 定理 的 六 个 应 用 . 

和 ,人 多 书 的 最 后 一 节 , § 37, 高 维 情形 的 一 将 , 只 是 谈 到 书 
中 的 两 个 主要 定理 的 一 些 高 维 的 推广 ， 作 者 简短 地 介绍 所 谓 
包 计数 与 环绕 数 ,并 提 到 一 般 的 同调 论 中 的 相交 数 与 环绕 数 . 

为 着 增加 读者 的 兴趣 与 理解 , 我 们 现在 不 揣 浅 等 , 作 两 点 
补充 ， 首 先 ,作者 为 浅显 起 见 ， 第 二 编 中 的 闲 曲线 也 O 的 图 ， 
都 限制 为 至 多 具有 四 枝 的 交叉 点 . 其实 , 它 可 以 有 任意 偶数 
枝 的 交叉 点 或 更 复杂 的 情形 ， 我 们 举 三 个 不 同 的 闭 曲 线 为 
例 ; 它们 都 只 有 一 个 四 枝 的 交叉 点 与 一 个 六 枝 的 交叉 点 ,都 把 
平面 分 成 五 个 区 域 ， 请 读者 检验 每 一 条 闭 曲 线 的 在 每 一 区 域 
的 点 处 的 围绕 数 , 确 是 如 同 图 中 所 标明 的 . 


【9 Vii 9 


其 次 ,读者 可 能 早已 知道 欧 玫 空间 的 特征 ,是 其 中 两 点 之 
间 的 距离 ,而 距离 并 非 拓扑 性 质 ; 读者 会 问 书 中 为 什么 讨论 的 
是 Br 与 它 的 子 集 B" 呢 ? 答案 仍 是 引言 的 第 一 段 所 说 的 本 
书 的 目的 ,与 第 三 段 所 说 的 达到 这 目的 的 方式 ， 读者 如 果 想 
进一步 河清 这 一 问题 ， 可 从 任 一 本 拓扑 学 教程 中 查 出 拓扑 空 
间 的 定义 ,理解 到 RB" 是 拓扑 空间 的 最 重要 的 特例 ,然后 把 88 
的 两 个 定义 与 定理 8.1 中 的 欧 儿 空间 都 用 拓扑 空间 车 代 ， 就 
可 以 粗 知 最 一 般 的 拓扑 学 是 什么 ， 
” 江 泽 涵 
: - ”1981 年 12 月 
。 译 者 声明 ， 此 译本 中 用 方 括号 标 出 的 字句 是 译 者 所 加 的 
话 , 译 者 感谢 上 海 科学 技术 出 版 社 编辑 曾 对 译文 提出 宝贵 意 
见 ， 并 感谢 方 涛 同志 曾 检验 “习题 解答 ”。 


”和 


* Vii e 


引 宇 pe 1 
第 一 编 ”一 维 时 的 存在 定理 tn 7 
1. 第 一 个 存在 定理 TT 7 
2. 集合 与 函数 enn oo 12 
3. 邻 域 与 连续 ee 21 
4. 开 集 和 闭 集 eee. es 28 
5. 实数 系 的 完全 性 eee 40 
6， 紧 致 性 it 48 
7 了 .连通 性 …… ee ee ce 60 
. 8. 拓扑 性 质 与 拓扑 等 价 ………… ttre 1168 
9. 关于 不 动 点 的 一 个 定理 :…eeeeeee 和 setensootesento。 78 
10. 圆 到 直线 的 映射 … 80 
世 ， 莫 煎饼 问题 ee 8 
，. 12. 多 项 式 的 零点 ese 
第 二 编 ” 二 维 时 的 存在 定理 ………… :94 
13. 平面 的 自 有 揣 射 pv， 094 
14. 图 片上. 99 
16. 主要 定理 提 法 的 初步 尝试 pe 101 
16. 曲线 与 闭 曲 线 e108 
了 .围绕 数 的 直观 定义 .ppp 105 
18. 主要 定理 的 陈述 pp 108 
19 什么 时 候 论 点 算 不 了 证 明 ? eso sr ers i110 


20. 一 曲线 所 扫 过 的 角 ee 111 
21. 把 一 曲线 划分 成 短 曲 线 pp 114 
22. 围绕 数 Wg ee 118 
23、A(g, 与 做 (gp, WW) 的 性 质 ei。 129 
24. 曲线 的 同 伦 ese 128 
25、 围 绕 数 的 常 值 性 ppp。 128. 
26. 主要 定理 的 证 明 .…ppNpp 133: 
27.， 圆 在 各 内 点 处 的 围绕 数 是 一 pe 138 
28. 不 动 点 性 质 pe 1836 
29， 向 量 场 …………: EE 188 
30. 向 量 场 与 映射 二 者 的 签 价 ee 140 
.8i. 一 口 量 饭 沿 着 一 闭 曲 线 的 指数 Se 149 
82. 球 到 平面 的 贞 射 146 
.分 火腿 三 明治 pp 150 
一 球面 的 切 向 量 场 ee Bin 154 
复数 158 

86. 每 一 个 多 项 式 都 有 一 个 零点 ean。 162 
37 .结束 语 ; 高 维 情形 的 一 竹 ;…… 166 
短 170 
TT 94 


引 


我 们 写 这 本 书 的 目的 是 要 说 明 拓 扑 学 是 怎样 产生 的 ， 要 
阐述 它 的 少数 几 个 原理 , 并 且 要 给 出 它 的 一 些 较 简 单 的 应 用 ， 

约 在 五 十 年 以 前 ， 人 们 才 承 认 拓 扑 学 是 数学 的 一 个 独立 
分 支 ,而 它 迅速 成 长 , 主要 还 是 最 近 这 赂 年 来 的 事 ， 在 数学 较 
新 的 诸 分 支 中 , 它 是 最 生气 勃勃 的 , 并 且 在 大 多 数 较 老 的 分 支 
中 引 赵强 烈 的 反应 。 它 是 为 着 适应 分 析 学 (包含 微 积分 和 微 ， 
分 方程 的 那 部 分 数学 ) 的 需 训 而 化 始 的 . 但 它 却 不 是 分 析 学 
的 一 个 分 支 . 它 是 一 种 几何 学 .但 它 又 不 象 射影 几何 或 微分 
几何 那样 位 于 几何 学 的 高 层 ,而 是 位 了 几何 学 的 底层 或 基层 ， 
是 所 有 几何 学 的 基石 拓扑 学 的 一 个 惊人 的 特点 是 ; 它 的 雍 - 
概念 已 经 渗透 到 数学 的 差不多 所 有 领域 。 在 大 多 数 的 这 些 应 
用 中 ,对 于 证 明 被 叫做 存在 定理 的 某 些 基 本 命题 方面 ,拓扑 学 
提供 主要 工具 与 概念 ， 

本 书 所 介绍 的 拓扑 学 的 原理 将 围绕 着 分 析 学 的 两 个 存在 
定理 .第 一 个 定理 在 第 一 编 里 介绍 . 它 是 微 积分 中 一 个 基本 定 
理 ; 早 在 拓扑 学 被 认为 是 一 门 独立 学 科 以 前 很 久 , 人 们 就 知道 
它 . 我 们 在 证 明 这 一 定理 时 , 将 展现 出 拓扑 学 的 基本 概念 , 这 
同时 将 说 明 拓扑 学 是 如 何 产 生 的 , 以 及 它 为 什么 有 用 处 .. 在 
第 二 编 里 介绍 的 第 二 个 主要 定理 ， 是 把 第 一 个 定理 从 一 维 空 
间 推 广 到 二 维 空 间 。 不 同 于 第 一 个 定理 , 第 二 个 定理 的 提出 
以 及 叙述 ， 就 需要 引用 一 个 拓扑 概念 . 第 二 个 定理 的 证 明 展 
示 出 拓扑 学 的 特征 一 一 数值 的 精确 与 定性 的 几何 概 插 这 二 者 


* 1 。 


Bl 


的 结合 .两 个 定理 都 有 许多 应 用 .我们 将 介绍 那些 具有 最 强 
烈 拓 扑 色 彩 的 应 用 ， 

在 Karl Weierstrass 十 九 世纪 六 十 年 代 的 工作 中 能 找到 
拓扑 学 的 起 源 ， 他 分 析 了 函数 极限 这 个 概念 《〈 与 微 积 分 中 所 
用 的 一 样 ) .在 这 项 工作 中 , 他 重建 实数 系 , 并 且 揭露 出 其 中 某 
些 现在 被 叫做 “拓扑 的 性质。 后 来 是 George Caritor 大 胆 地 
发 展 的 点 集 理论 (1874 一 1895); 这 是 拓扑 学 终于 能 自立 门户 . 
的 基础 .在 十 九 世 纪 九 十 年 代 ，Henri Poincaré 研究 高 维 积 
分 学 理论 的 出 色 的 工作 ， 开 创 了 拓扑 学 的 第 二 个 方面 ， 叫 做 
组 合 拓 扑 学 或 代数 拓扑 学 、 前 一 个 方面 , 叫做 集合 论 拓扑 学 
或 一 般 拓扑 学 , 它 的 坚实 基础 是 由 卫 . Hausdor 人 ff 等 人 在 1900 
一 1910 这 一 时 期 内 奠定 的 . L. 及 J. Brouwer 在 维 数 概念 的 
研究 (1908 一 1912) 中 ,第 一 次 成 功 地 建立 了 组 合 拓扑 与 集合 论 
拓扑 这 两 方面 之 间 的 结合 .在 1915 一 1980 这 一 时 期 内 ,J. W: 
Alexander, P. L. Alexandrovy, BS. Lefsohetz 和 其 他 一 些 人 ， 
他 们 的 工作 都 促使 拓扑 学 的 这 个 统一 起 来 了 的 理论 ， 在 牢固 
的 基础 上 不 断 发 展 ， 一 直到 1980 年 ， 拓 扑 学 都 叫做 位 置 分 
析 学 (analysis situs). Lefschetz 在 1980 年 首先 用 拓 站 学 
(topology) 这 个 名 称 作 为 他 的 书 名 , 尔后 这 个 名 称 得 到 通用 . 

-从 1980 年 起 始 , 拓 扑 学 以 加 速 的 步伐 成 长 着 ,为 了 强调 
这 一 点 ， 我 们 提 一 下 拓扑 学 在 凡 个 方面 的 成 就 ， 通过 由 M. 
Mprse (普林斯顿 ,高 等 研究 所 ) 发 展 起 来 的 临界 点 理论 , 拓扑 
学 侵入 了 变 分 法 ， 通过 百 . Whitney (千林 斯 顿 ， 高 等 研究 
所 ) 的 关于 纤维 从 的 工作 ，G. de Rham (Lausanne) 关于 微 
分 形式 的 工作 , 和 互 ..Hopf(Ziirioh) 关 于 李 群 的 工作 ,拓扑 学 
使 微分 几何 恢复 青春 ， 通 过 代数 学 中 新 基础 的 发 展 和 叫做 同 
调 代数 这 一 个 新 分 支 的 出 现 ， 拓 扑 学 促使 现代 代数 学 中 出 现 
。8 。 


了 一 次 小 的 革命 , 这 个 工作 大 部 分 是 由 8. Filenbuzrg( 哥 伦比 
亚 大 学 ) 和 8. MacLans (芝加哥 大 学 ) 做 的 . 拓扑 学 通过 层 
(sheaves) 和 上 同调 的 理论 ,赋予 代数 几何 学 以 富有 希望 的 新 
和 全, 并 且 通 过 J. Leray (巴黎 ) 和 M. Atiyab( 和 牛津 ) 的 工作 , 拓 
扑 学 在 偏 微分 方程 中 得 到 了 重要 的 应 用 . 

数学 以 外 的 一 些 科学 也 需要 拓扑 学 ; 它们 所 以 如 此 ,因为 
它们 都 需要 某 些 数学 分 支 ， 从 而 通过 这 些 相关 的 分 支 需要 拓 
扑 学 ， 例 如 , 拓扑 学 在 微分 几何 中 记 引 起 的 变化 ,产生 了 相对 
论 中 的 拓扑 恩 想 ， 拓 扑 已 成 为 数学 的 一 门 基 本 科目; 事实 上 ， 
它 是 许多 领域 中 及 必需 的 , 是 统一 差不多 所 有 数学 的 力量 . 

不 搞 数 学 的 人 常常 会 问 拓扑 学 者 ; “什么 是 拓扑 学 ?2” 它 
有 什么 用 ?” 如 果 问 的 不 是 拓扑 学 而 是 三 角 学 , 那 就 能 回答 说 ， 
三 角 学 讨论 角 的 求 定 ， 是 用 来 解决 测量 、 航 海 和 天 文 等 问题 
的 , 这 样 的 回答 能 使 问 者 满意 .但 现在 问 的 是 拓扑 学 ,拓扑 学 
者 无 从 作出 这 样 简明 的 回答 , 处 于 不 利 的 地 位 、 例 如 , 他 只 能 
说 , 拓扑 学 是 许多 高 等 数学 领域 内 一 种 有 用 的 几何 层 想 ， 这 
是 正确 的 ; 但 不 会 使 问 者 满意 ， 因 为 没有 指出 拓扑 学 的 特点 ， 
拓扑 学 者 然后 只 得 拿 出 纸 、 剪 刀 和 胶水 ， 作 一 条 坡 比 乌 斯 
(M6bius) 带 , 并 沿 着 中 心 线 剪 开 ; 或 者 , 他 能 拿 出 三 个 橡皮 图 ， 
表演 给 你 看 ， 如 何 把 它们 一 个 套 一 个 地 连 起 来 ， 如 果 他 还 有 
精力 , 他 还 能 表演 怎样 不 脱 去 上 衣 就 能 脱 去 穿 在 里 面 的 背心 . 
这 些 都 只 是 客厅 里 表演 的 戏法 ， 每 一 个 戏法 都 根据 于 一 种 严 
肃 的 、 需 要 至 少儿 个 小 时 才能 说 明白 的 数学 概念 、 表演 这 些 
戏法 而 没有 适当 的 说 明 ，. 那 只 是 相当 于 赫 拓 扑 学 画 了 一 张 具 
有 讽刺 意味 的 漫画 由 

要 监 赏 拓扑 学 ， 必 须 采 取 数 学 家 的 观点 和 仔细 探究 它 的 
一 些 成 功 的 应 用 。 大 多 数 应 用 的 共同 特点 出 现在 一 个 存在 定 


so 。 


理 的 证 明 中 .一 个 存在 定理 是 这 样 一 个 定理 , 它 断 言 . 某 一 大 
类 问题 中 的 每 一 个 , 有 某 种 特殊 性 质 的 一 个 解 。 一 门 学 科 中 
的 存在 定理 , 通常 是 这 门 学 科 的 基本 结构 定理 我 们 主要 目 
的 之 一 ， 是 盖 明 拓 扑 学 在 证 明 存在 定理 时 的 有 效 性 和 巡 活 
性 , 

我 们 在 第 一 编 里 将 要 证 明 的 存在 定理 ， 是 回答 下 面 的 问 
题 ， 什么 时 候 能 解 出 形 如 Fo) 二 9 的 一 个 方程 ? 即 ， 设 4 已 
知 ， 什 么 时 候 能 求 出 这 方程 的 解 a? 这 里 了 (z) 表示 定义 在 实 
数 “ 的 某 个 区 间 [o, 绍 (例如 [2 入) 上 的 一 个 函数 或 公式 ( 便 
如 史 - VIT 码 ,而 4 表示 一 个 实数 (例如 .52 )， 问题 是 : 是 
否 存在 着 在 区 间 [a, 如 中 的 一 个 数 w 使 fw) =y? (用 例子 
的 公式 来 说 ， 问 题 变 为 ， 在 3 与 二 之 问 是 否 有 一 个 “= 值 ， 使 
4 一 V1 TR- 27) 


我 们 强调 指出 , 我们 并 不 是 要 对 于 特殊 的 例 , 寻找 求解 
的 方法 ， 我 们 是 要 寻找 能 应 用 于 许多 不 同 问题 中 的 每 一 个 问 
题 的 一 种 广泛 的 判断 准则 , 来 决定 是 否 存在 一 个 解 ， 一 县 这 
个 准则 保证 某 一 个 特殊 问题 有 解 ,我 们 就 能 进而 追踪 它 的 解 ， 
而 确信 不 会 落空 

主要 定理 (第 一 节 中 叙述 的 ) 所 给 出 的 判别 准则 ， 需 要 冰 
数 的 连续 性 概念 (在 第 3 节 中 定义 )， 定 理 的 证 明 ( 在 2_8 闻 
中 给 出 ) 是 根据 区 间 [e, 丰 的 两 个 拓扑 性 质 ， 叫做 紧 致 性 与 连 
适 性 ， 因为 这 些 概念 是 现代 数学 的 基础 , 我们 将 对 它们 作 详 
尽 的 说 明 . 

第 二 编 的 主要 定理 ,是 回答 下 述 间 题 的 一 个 存在 定 再, 一 
对 联 立 方程 fl%, Y) 0 与 g(z, 人 一 0 在 什么 时 候 能 有 用 已 
» 4。 


知 数 &,b 表 出 的 解 (%, 力 ? 这 类 问题 的 一 个 熟悉 例子 是 一 组 
联 立 线性 方程 

D2y=8 与 8 二/ 一 5; 
这 很 容易 用 消去 法 求 出 它们 的 解 . 同类 型 的 一 个 较 难 的 问题 
是 : 求 下 面 两 个 联 立 方程 


Hg -二 与 s+2y=10 


的 解 (z, 办 ,特别 是 ,是 否 有 4 在 二 与 1 之 间 ， 而 y 在 一 1 


与 2 之 间 的 一 组 解 ? 正如 前 面 一 样 , 我 们 并 不 是 寻找 求解 方 
法 的 一 览 表 , 而 是 要 寻找 一 种 判断 是 否 有 解 的 准则 ， 

第 二 个 主要 定理 (在 第 18 节 中 叙述 的 ) 所 给 出 的 判别 准 
则 ， 需 要 下 述 的 概念 ， 一 平面 曲线 围绕 该 平面 上 一 个 点 的 圈 
数 . 证 明 也 广泛 地 运用 跟 紧 致 性 、 连 通 性 以 及 连续 性 (在 第 一 
编 中 建立 的 ) 有 关 的 工具 . 

主要 定理 的 应 用 , 是 关于 多 项 式 的 零点 、 映射 的 不 动 点 以 
及 向 量 场 的 奇 点 等 的 存在 定理 . 

作为 引言 的 结束 ， 我 们 来 对 各 种 存在 定理 作 几 名 一 般 性 
的 说 明 ， 存 在 定理 的 重要 性 , 数学 家 是 会 立刻 承认 的 ， 学 生 
们 , 开始 时 也 许 有 些 怀疑 ， 原 因 是 : 用 来 证 明 存 在 性 的 方法 ， 
不 同 于 学 生 必须 学 习 的 用 来 求解 的 技巧 ， 这 二 者 之 间 有 一 个 
相当 的 鸿沟 。 因 为 存在 性 的 证 明 , 必须 适用 于 所 有 的 .包括 无 
论 怎 样 困难 的 情形 ， 所 以 这 种 证 明 的 方法 ， 应 用 于 特殊 情形 
时 ,就 显得 复杂 与 烦琐 了 . 学 生 所 面 对 的 大 部 分 情形 , 都 相对 
地 简单 ,所 以 适宜 于 用 比较 简单 的 方法 . 

例如 求 多 项 式 零 点 这 个 问题 . 学 生 首 先 遇 到 的 方程 , 通 
常 是 低 次 的 、 整 系数 的 以 及 能 由 观察 而 分 解 因 式 的 ， 然 后 , 他 

Ss。 


过 到 稍 难 一 些 的 求 整数 根 的 方程 ， 学 到 从 常数 项 的 因子 来 求 
解 。 然 后 , 他 要 学 习 一 种 更 复杂 的 方法 , 来 找 有 弄 根 最后， 
他 也 许 遇 到 罕见 的 、 几 乎 无 从 着 手 的 方程 , 他 要 学 习 Hornor 
的 逐步 逼近 法 .他 思想 中 满 是 这 些 复杂 的 技巧 , 早已 忘记 他 
面 对 的 这 个 存在 或 不 存在 解 的 一 般 问题 ， 如 果 提 醒 他 的 话 ， 
他 还 会 立刻 说 , 这 个 问题 是 形而上学 的 问题 . 

如 果 我 们 回想 一 下 ， 在 只 用 直 尺 (不 刻度 的 ) 与 圆规 的 条 
件 下 , 求 三 等 分 一 个 角 与 化 圆 为 方 这 两 个 有 名 的 问题 的 历史 ， 
我 们 就 会 懂得 : 存在 不 存在 的 问题 ,并 不 是 一 个 形而上学 的 问 
题 ， 自 从 欧 几 里 得 的 时 候 起 , 数学 家 们 与 其 他 的 一 些 人 ,都 想 
过 这 些 问 题 ， 设 计 出 来 一 全 又 一 个 的 精巧 的 方案 ， 他 们 之 所 
以 如 此 ,就 是 因为 他 们 都 默认 解 是 存在 的 ,目的 是 要 把 解 找 出 
来 ， 这 样 消耗 掉 的 时 间 与 人 力 非 常 巨大 . 直到 十 九 世 纪 后 
期 , 才 有 人 终于 考虑 到 有 可 能 不 存在 解 ， 尔 后 不 久 ,不 存在 的 
证 明 一 个 一 个 的 出 现 ， 一旦 明白 地 揭露 出 存在 问题 是 首要 问 
题 ， 很 快 就 得 到 解答 ， 在 现代 研究 中 ， 首 先 出 现 的 是 存在 问 
题 ; 要 使 我 们 的 理论 有 可 靠 的 基础 , 对 存在 问题 的 回答 , 是 绝 
对 关键 的 。 


第 一 编 
一 维 时 的 存在 定理 


1. 第 一 个 存在 定理 


这 一 节 专 用 来 提出 第 一 编 的 主要 存在 定理 ,在 第 2 一 7 节 
中 给 出 它 的 证 明 , 第 8 节 中 进行 总 结 。 在 本 节 中 从 考察 一 些 
特例 着 手 ， 然 后 引出 这 定理 的 陈述 .要 记 住 ， 我 们 的 问题 是 
要 提出 一 个 判别 准则 ,使 能 在 许多 情形 下 运用 它 来 断定 : 能 不 
能 把 形 如 Fo) =y 的 方程 解 出 2 来 为 着 要 看 出 如 何 提出 判 
别 准则 ,我 们 先 考察 一 些 我 们 已 经 知道 如 何 求解 的 方程 。 

先 看 > 的 值 在 一 1 与 +2 之 间 由 公式 巡 二 定义 的 函数 
7 (om (公式 对 于 > 值 在 区 间 一 1 到 2 之 外 时 有 意义 ， 不 过 
我 们 不 考虑 这 一 事实 . ) 图 .1 表示 这 个 函数 的 图 形 ， 方 程 
4 一 妇 十 1 定义 一 条 抛物 线 ， 而 我 们 的 图 形 是 介 于 两 条 钳 垂 线 
w= 一 1 与 一 2 之 间 的 那 段 抛物 线 ， 

首先 注意 到 曲线 在 z=0, y=1 处 有 一 个 最 低 点 . 再 说 得 
准确 些 , 对 于 所 有 在 一 1 与 2 之 间 的 zw， 上 IT 大 于 或 等 于 也 
而 在 z=0 处 取 极 小 值 1。 如 果 要 找 当 z 在 一 1 与 2 之 间 时 ， 
曲线 的 最 高 点 , 那 就 要 问 “ 在 一 1 与 2 之 间 ” 的 这 一 区 间 包 含 
不 包含 z=2 这 端点 . 如 果 包 含 这 端点 , 那么 最 高 点 就 在 一 2 
与 y= 处 ， 如 果 不 包含 , 那么 曲线 就 没有 最 高 点 ;因为 不 论 
我 们 在 曲线 上 取 哪 一 点 ， 它 的 机 标 总 比 2 小 ， 在 横 标 更 接近 
于 2 的 点 处 曲线 上 有 更 高 的 点 。 为 着 避免 这 样 的 情况 , 我 们 
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图 1.1 1.2 . 
应 该 使 区 间 包 含 端点 一 1 与 2， 于 是 ， 对 于 -1<z<2 的 所 
有 2% 值 ， 妇 二 比 5 小 或 等 于 5， 而 函数 在 $=2 时 有 极 大 值 
5. . 


现在 考虑 解 方程 2 十 1=4 这 个 问题 ， 设 4 值 已 经 给 定 ， 
求 满足 这 方程 的 在 区 间 -二 与 2 之 间 的 相应 “ 值 .车 4 值 超 
过 极 大 值 5 当然 没有 解 .在 9 比 极 小 值 1 小 的 情况 也 一 样 .. 
然而 , 若 y 在 1 与 5 之 间 , 就 有 解 ， 这 只 要 在 « 轴 的 上 方 作 高 
等 于 gy 值 的 水 平 线 就 能 从 图 形 上 看 出 来 ， 若 所 作 的 水 平 线 太 
高 或 太 低 , 它 就 不 会 与 曲线 相交 ， 当 高 在 2 与 5 之 间 时 , 它 与 
曲线 相交 一 次 ; 而 在 1 与 2 之 间 时 , 它 与 曲线 就 相交 两 次 . (用 
9 的 式 子 来 表示 % 时 , 一 个 式 子 是 w= My 一 1.) 
”作为 第 二 个 例子 , 令 了 (z) 由 公式 
3 对 于 -8<o<3 的 所 有 2 值 
定义 , 它 的 图 形 见 图 1.2， 从 方程 


不 难看 出 ;一 个 正 2 值 给 出 一 个 正 Yy 值 ,而 一 个 负 w 值 给 出 一 
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个 负 Y% 值 . 还 有 , 改变 4 值 的 符号 只 改变 gy 值 的 符号 ; 因此 ， 
曲线 关于 原点 对 称 ， 曲线 的 最 高 点 在 = 工时 出 现 ， 这 时 
y 一 1。 要 证 明确 是 如 此 ， 我 们 对 于 1 一 f(x) 这 个 差 作 一 点 儿 
代数 替换 . 


/OI rT To 全 

因为 最 后 的 式 子 永远 不 能 是 负 值 ， 从 而 1 一 f(w) 之 0, 于 是 
f(z) <1， 由 于 对 称 性 ， 曲 线 的 最 低 点 在 x 一 一 1 与 y=. 一 1 
处 ， 因 而 , 车 y>1 或 y< 一 1, 则 方程 1(w) -4 显然 无 解 ; 但 
是 对 于 一 1<y<1 的 每 一 个 y 值 ,方程 能 解 出 来 . (方程 的 两 
端 同 乘 以 w3 十 1 再 从 所 得 的 二 次 式 解 出 zx 一 (1+ Vi 一 9)/y.) 

人 们 会 从 上 面 讨 论 的 两 个 例子 进行 推广 , 并 且 猜 测 : 若 任 
一 函数 Jo) 对 于 区 间 c<w<8 的 每 一 个 4 值 有 定义 , 则 f(z) 
有 一 极 大 值 了 ,一 极 小 值 m， 并 且 对 于 区 间 m<y<M 的 每 
一 个 y 值 , 方程 f(w) 一 y 有 一 解 。 让 我 们 多 作 几 个 函数 的 图 
形 来 检验 这 个 猜测 ; 这 里 要 记 住 ,我 们 能 用 图 形 来 定义 函数 . 

车 函数 (%) 的 图 形 如 图 .3 所 示 ， 是 光滑 曲线 ,猜测 看 
来 是 对 的 . 当 y 在 m 与 M 之 间 时 ,高 为 4 的 水 平 线 必 与 曲线 


相交 .即使 曲线 如 图 1.4 记 示 ,有 些 拐 角 , 猜测 仍然 正确 . 但 


是 , 若 曲 线 如 图 寺 .5 所 示 , 有 一 处 断裂 , 猜测 就 错 了 , 因为 通过 
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1.5 图 1.6 


断裂 处 的 水 平 线 不 与 图 形 相交 .图 形 有 断裂 处 的 这 种 函数 ， 
在 数学 中 是 很 自然 的 .它们 叫做 不 连续 函数 ， 一 个 不 连续 函 
数 的 图 形 甚至 于 可 以 没有 最 高 点 也 没有 最 低 点 ， 例 如 图 .6 
所 示 的 图 形 , 它 在 z=c 处 断裂 , 它 的 点 (6, jc)) 是 在 7 处 . 
现在 我 们 已 经 作 完 准 备 , 可 以 叙述 第 一 个 主要 定理 


定理 若 对 于 某 闭 区 间 [a, 妇 的 所 有 实数 z， 函 数 f(2) 
有 定义 ， 取 实数 值 ， 并 且 连 续 ， 则 函数 有 极 小 值 mr 与 极 大 值 
用 ,并 且 对 于 闭 区 间 [m, MM] 中 的 每 沾 y 什 ,方程 1( 埠 ~y 在 
区 间 [w 站 中 至 少 有 一 个 解 必 


定理 有 时 简 述 如 下 : 若 实 值 函数 Jo) 在 区 间 a<w<6 中 
有 定义 且 连 续 , 则 该 函数 有 一 极 小 值 ， 一 极 大 值 ， 并 取得 其 间 
的 每 一 个 值 . 

“ 闭 区 间 ” 指 的 是 包含 端点 w 2 的 区 间 ， 就 是 说 , 对 于 % 
值 的 限制 是 a<w<5,“ 开 区 间 ” 不 包含 端点 ， 用 [a, 外 表示 
闭 区 间 , 用 (a，5) 表 示 开 区 间 .“ 半 开 区 间 ” 包 含 一 个 端点 但 
不 包含 另 一 个 ,如 (@, 四 指 的 是 a<w<5, 而 [a, 人 已 指 的 是 o< 
vw<b. 

已 知 一 -函数 7) 连续 并 给 定 一 个 特定 值 9, 在 这 情形 
下 ,这 定理 怎样 帮助 我 们 决定 能 不 能 解 出 了 (wz) =y 呢 ? 若 我 
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们 能 确 知 jz) 的 极 小 值 加 与 极 大 值 戏 ， 只 要 间 ; 是 否 my 
<M? m 与 用 在 许多 情况 下 不 易 找 出 .但 是 ,算出 函数 的 一 
些 值 通常 还 是 容易 的 ， 若 对 于 某 个 z 值 o 得 Fo <y, 
而 对 于 另 一 个 值 4， 得 y<f (4)， 则 定理 断言 在 fo, 中 (或 
[a, 车 4<o) 中 有 一 个 4 值 使 (wz) =y， 例 如， 车 f(w) 是 
人 一 MIT 和 3, 则 了 (0) 一 一 而 有 (2) =5， 所 以 一 MIT 入 
二 2 在 区 间 [0, 3 中 有 一 个 解 ， 

必须 着 重 指出 ， 这 个 定理 的 重要 在 于 它 的 普遍 性 . 在 大 
最 的 千变万化 的 情况 下 ， 它 告诉 我 们 一 个 永远 可 靠 的 求解 的 
方法 . 象 所 +T 这 伴 不 计 其 数 的 特例 ,就 用 不 着 这 个 定理 , 因 
为 我 们 要 找 的 可 以 很 容易 找到 ， 应 用 于 复杂 的 函数 ,定理 就 
显 出 它 的 威力 了 ， 但 更 重要 的 , 它 是 连续 函数 的 一 般 理 论 中 
的 第 一 个 定理 . 

还 必须 着 重 指出 ， 这 定理 的 目前 提 法 不 够 完全 ， 的 连 
活性 的 确 雪 意义 没有 定义 ， 我 们 只 给 出 基于 儿 何 本 形 的 一 个 
直觉 描 
用 一 个 无 定义 的 术语 来 移 代 另 一 个 下 两 书 要 引导 我 们 水 和 
到 连续 性 的 确切 定义 。 


习 题 


在 区 间 0<z<3 中 求 出 fc) =4+2x -22 的 极 小 值 与 极 大 值 ， 对 于 
娜 些 y 值 ， 区间 中 无 对 应 的 值 ? 对 于 哪些 y 值 ， 区 间 中 只 有 一 个 
X 值 ? 区 闻 中 有 两 个 z 值 ? 

2， 函数 jz) 一 如 一 5 在 z= 工 时 取 值 -4 在 z=2 时 取 值 3; 它 在 区 间 
1<z<2 中 连续 .定理 怎样 草 涵 在 1 与 2 之 间 5 有 一 个 值 ? 

.在 哪 两 个 正 整 数 z 之 间 使 多 项 式 局-- 2x -4 为 零 ? 


.在 区 人 间 0<z<5 中 , 求 f(z) ~ 二 的 极 小 值 与 极 大 值 . 


[re 
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ea 了 IT 。 


5. 在 区 闻 0<z<7 中 , 求 f(z)=3 的 极 小 值 与 极 大 值 ， 
6. 在 区 间 0<z<5 中 , 求 ,xz) =2z 的 极 小 值 与 极 大 值 。 


2. 集合 与 函数 


本 书 从 头 到 尾 首要 关心 的 将 是 几何 图 形 ， 这些 图 形 就 是 
欧 几 里 得 直线 的 、 平 面 的 ,或 空间 的 子 集 ， 为 方便 起 见 , 我 们 
假设 已 在 直线 、 平 面 、 或 空间 中 引进 了 笛 卡 儿 坐 标 , 每 个 点 
用 它 的 坐标 才 出 .一 个 点 的 坐标 形成 一 组 有 顺序 的 呈 个 实数 
(wi wz,，…， on)， 简 称 为 实数 的 一 个 % 组 .于 是 在 平面 的 情 
形 ” 是 2， 在 三 维 空间 , 是 3, 而 在 直线 ,，n 一 1， 用 慷 表 示 
全 体 实数 ， 用 RB" 表示 实数 的 全 体 n 组 ， 我 们 将 几何 地 看 待 
这 些 ; 于 是 R= 是 数 直 线 ( 有 坐标 系 的 直线 ),， BR” 表示 一 个 
有 坐标 系 的 平面 ,而 瑟 表示 一 个 有 坐标 系 的 三 维 空间 . 

从 引言 与 前 一 节 中 所 提出 的 计划 ， 已 经 可 以 知道 我 们 的 
重点 将 是 函数 的 研究 .本 书 中 “函数 "这 名 词 的 含义 , 比 在 较 
初等 的 课程 (包括 微 积分 在 内 ) 中 通常 含义 要 广泛 一 些 . 在 本 
节 中 , 我 们 将 指出 这 种 广泛 性 的 范围 。， 本 书 将 采用 集合 论 中 
的 通用 语言 及 符号 ， 我 们 并 不 采用 许多 术语 ; 但 是 采用 了 的 
就 经 常用 ， 现 在 就 来 给 出 将 来 所 需要 的 术语 与 符号 . 


若 总 是 一 个 集合 ， 则 zE 玉 表示 az 是 这 集合 的 一 个 元 
察 . 若 4 与 他 都 是 集合 ， 则 ACX( 读 作 ，4 被 包含 在 于 
中 ), 表示 4 的 每 个 元 素 是 总 的 一 个 元 素 , 而 4 叫做 革 的 一 
个 子 集 . 大 多 数 情 况 下 ， 我 们 要 涉及 的 将 是 直线 的 ， 或 平面 
的 ,或 空间 的 子 集 ( 即 CR", 对 于 某 个 正 整数 n), 所 以 总 是 
把 的 元 素 叫 做 点 。 若 4CCX 而 且 BCX， 则 它们 的 交集 
4 站 B 由 4 与 8 的 公共 点 的 全 体 组 成 ， 而 它们 的 并 集 4UB 
。19. 


由 4 的 点 、 吾 的 点 .以 及 4 与 刀 的 公共 点 的 全 体 组 成 ， 空 集 
用 乡 表示 ， 它 是 任何 集合 的 子 集 . 于 是 4 站 B= 是 说 4 与 
B 没 有 公共 点 .。 若 4C 肝 ， 则 茸 一 4 表示 在 互 中 、 但 不 在 
4 中 的 点 的 全 体 ,叫做 4 在 于 中 的 补 集 . 


在 高 等 数学 里 ， 函 数 这 名 词 的 意义 十 分 广泛 ; 事实 上 , 它 是 整个 数 
学 的 一 个 基本 概念 下 面 的 定义 ， 就 与 函数 的 这 种 最 广泛 的 用 法 相 一 
致 . 


定义 一 个 函数 了 由 三 件 东 西 组 成 ， 一 个 集合 耶 , 叫做 
了 的 定义 域 ; 一 个 集合 了 ,叫做 的 值 域 ; 与 一 个 规律 , 它 对 
于 于 的 每 一 个 元 素 , 指定 了 的 一 个 相对 应 的 元 素 ， 符 号 让: 
之 > 了 读 作 : 了 是 一 个 函数 ， 它 的 定义 域 为 了 而 值 域 为 了 ， 
或 简单 些 , f 是 从 支 到 了 的 一 个 函数 .我 们 把 “了 对 于 每 一 
个 元 素 wE 子 ,指定 一 个 对 应 的 元 素 yEY” 这 句 话 缩写 成 
“Y=fz, YE 卫 .”( 我 们 把 f(w) 中 括号 省 略 掉 ， 以 符合 通行 
的 用 法 )， 对 于 wEX, 全 体 fw 值 的 集合 正好 是 了 时， 我们 
说 了 是 从 玉 到 了 上 (onto) 的 一 个 函数 ， 或 从 互 到 工 的 一 
个 满 硒 数 ] 
1 我们 把 点 y= 应 由 做 点 2“ 的 了 象 或 巢 ， 很 自然 地 ,我 们 要 用 JX 表示 忆 
中 全 体 点 2 的 象 w 所 形成 的 集合 , 叫做 X 的 了 象 或 象 ， 这 句 话 可 以 用 
集合 论 里 的 一 个 十 分 方便 的 符号 ; /一 {fz1VzE XX} 来 表示 。 这 符号 
中 花 括号 { } 总 是 用 来 表示 一 个 集合 ， 括 号 内 坚 杆 的 左边 说 明 这 集合 
的 元 素 是 /如 ,右边 说 明 这 些 元 素 是 对 于 X 的 每 一 个 元 素 ;得 到 的 
根据 定义 中 对 了 的 要 求 ， 下 列 事实 是 明显 的 ， 给 定 一 点 四 恰 只 有 一 个 
象 点 Y=/wEY. 在 这 意义 下 , 7 也 叫做 单 值 范 数 ， 因 此 我 们 的 定义 只 限 
于 单 值 函 数 ， 而 给 定 一 点 9E 了 ,并 未 要 求 存在 点 xE 习 或 只 有 一 点 
2E 使 得 名 一 9 满足 友 一 JE 了 的 点 了 叫做 的 原 象 或 反 象 
当 了 一 jz，7 就 岂 做 从 筷 到 了 的 满 函数 ， 当 工 的 每 一 点 % 它 的 原 象 
只 有 一 个 点 ,7 就 叫做 章 原 函数 ， 单 值 的 \ 单 原 的 \ 而 且 满 的 函数 就 叫做 
从 于 到 了 的 一 对 一 的 函数 ,或 六 与 间 的 一 对 一 的 函数 .一 一 译 省 注 
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例如 在 微 积分 中 ,一 个 函数 通常 号 指 实 变数 的 实 值 函 数 ; 
即 它 的 定义 域 与 值 域 都 是 有 的 子 集 ， 此 外 , 还 经 常 假设 函数 
是 由 象 V1 一 z 这 样 的 某 一 公式 给 出 来 的 .这 种 情况 下 , 照例 
妍 不 说 明定 义 域 也 不 说 明 值 域 .默认 定义 域 忌 是 使 公式 有 意 
义 的 那些 实数 的 集合 (例如 MI 一 wz 对 于 所 有 的 zs<I1 包 含 负 
数 , 都 有 定义 ) . 作为 值 域 了 Y， 总 是 取 所 有 函数 值 的 集合 ( 例 
如 , 对 于 VI 一 w, 它 是 所 有 的 y 之 0 这 集合 )， 这 种 函数 叫做 
数值 函数 . 
在 更 高 深 的 书刊 中 ,不 能 假设 了 由 一 公式 给 出 ,以 及 从 公 
式 能 得 出 定义 域 与 值 域 ， 此 外 ， 我 们 也 不 愿意 把 肝 与 了 局 
限 为 已 的 子 集 ， 在 本 书 中 , 全 与 了 经 常会 是 不 同 维 的 欧 包 
里 得 空间 的 子 集 ， 且 cCB" 而 YCR". 所 以 我 们 必须 小 心 区 
别 每 一 个 函数 的 苹 与 工 ， 我 们 也 不 总 是 假设 恰好 是 函数 
值 的 集合 ; 它 可 能 大 一 些 . 让 我 们 首先 考虑 某 些 较 熟悉 的 - 几 
何 地 定义 的 函数 .、 
平面 的 一 个 乎 条 是 一 函数 了 :.B>>R3， 它 是 一 种 刚体 的 
均匀 运动 的 结果 , 其 中 每 个 点 走 过 一 线段 或 向 量 ; 向 量 是 各 点 
所 走 过 的 路 径 ,一 律 平行 ， 且 有 相同 的 长 度 与 方向 ， 只 要 用 一 
点 所 描 出 的 向 量 就 能 完全 刻 划一 个 平移 ， 因 为 别 个 点 的 向 量 
可 以 照样 得 出 ， 于 是 ,车 已 知 f 把 点 p 带 到 点 gq, 则 了 将 把 点 
2 带 到 点 9 使 p, 9 pg 形成 一 个 平行 四 边 形 。 例如 ， 若 
了 把 原点 (0, 0) 带 到 (2， 一 3), 则 它 把 (wi, wo) 带 到 点 (ci 二 2， 
2 一 3) ， 记 以 了 的 公式 是 : 仿 一 和 十 2 与 人 一 2 一 8. 
平面 的 一 个 旋转 是 一 个 函数 FRRa->Ra， 另 一 个 刚体 运 
动 的 结果 ; 这 次 是 围绕 一 个 叫做 旋转 中 心 的 定点 2 的 转动 . 了 
把 每 一 个 中 心 为 4 的 圆周 变 成 它 自 身 ， 并 且 把 每 一 条 从 出 
发 的 射线 (包含 起 点 的 半 直 线 ) 变 成 另 一 条 射线 ， 这 样 的 两 射 
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线 间 的 夹 角 叫 做 旋转 角 , 而 且 任 -- 条 射线 都 旋转 同样 的 角度 ， 
中 心 与 旋转 角 完 全 刻 划 了 旋转 . 

B? 的 对 于 其 中 一 条 直线 工 的 反射 是 一 个 函数 人 :BR 一 
尼 ; 它 是 一 个 刚体 运动 , 使 二 上 的 每 个 点 固定 ， 而 使 卫 的 两 
侧 互 换 。 最 形象 的 办 法 : 把 它 看 反 且 这 于 古 在 空间 中 颖 直线 
工 旋转 180° 的 结果 。 


平面 变 成 它 自身 的 任何 一 个 刚体 运动 的 结果 是 一 个 平 

移 , 或 是 一 个 旋转 , 或 是 一 个 反射 或 是 一 个 反射 后 又 紧 跟 着 

一 个 平移 ; 这 个 事实 是 能 证 明 的 。 平面 中 图 形 的 形状 和 大 小 

不 改变 ;- 只 它们 的 位 置 与 定向 可 能 改变 这 此 了 数 才 是 初 轩 
几何 中 的 全 等 . . - 


平面 的 一 个 可 似 变 接 是 一 个 丽 数 :了 了， 它 把 所 有 
长 度 都 改变 成 7+ 倍 , 这 里 7 是 一 个 常数 .作为 一 个 例子 , 取 定 
加 的 一 点 z, 令 f2 一 s， 并 且 , 对 于 每 一 个 其 它 的 点 zw 二 2 在 
从 >: 到 z 的 射线 上 , 作 从 * 开始 的 线段 ;使 其 长 度 是 从 2 到 2 
的 线段 (或 向 量 ) 长 度 的 二 傍 , 然 后 定义 fz 是 这 个 新 作 的 线段 
(或 向 量 ) 的 终点 .这 个 了 所 用 以 改变 长 度 的 倍数 是 =2. 这 
样 一 个 以 +>>1 为 倍数 的 了 叫做 以 z 为 中 心 的 一 个 放大 ， 当 
之 1 时, 了 叫做 一 个 收缩 ,= 时 的 相似 变换 是 上 述 刚 体 运 
动 的 一 种 7 二 1 时 的 相似 变换 总 有 一 个 固定 点 z， 它 是 以 z 
为 中 心 的 一 个 收缩 或 一 个 放大 ， 再 跟着 作 一 个 绕 的 旋转 或 
作 一 个 对 于 过 .z 的 某 条 直线 的 反射 ， 相 似 变换 永远 使 直线 变 
成 直线 , 并 且 不 改变 线 与 线 之 间 夹 角 的 量度 ， 它 能 改变 一 个 
图 形 的 大 小 、 位 置 与 定向 , 孝 不 改变 它 的 形状 . 
令 卫 为 平面 到 中 的 一 条 直线 ， 生 直射 影 f: Rs->5， 规 
* 15. 


定 BB 的 每 -点 “的 象 点 fo 是 从 到 研 所 引 垂 线 的 牌 足 . 

令 8 为 慌 中 的 以 * 为 球 心 的 一 个 球面 . 径 向 射影 疡 
RB 一 z->S, 规定 Rs 每 一 个 不 是 z 的 点 的 象 点 fo 是 从 > 到 
“的 射线 与 8 的 交点 . 

前 面 的 一 些 例子 ,部 分 地 说 明 我 们 将 感 兴趣 的 那 种 函数 . 
为 了 描绘 这 样 的 函数 , 并 对 它们 进行 有 意义 的 氢 述 ,我 们 采用 
象 与 反 象 或 原 象 这 两 个 概念 ， 若 :于 -> 了 与 4CK， 则 4 
在 函数 了 作用 下 的 条 , 或 简单 地 说 4 的 f 象 , 用 4 表示 , 它 
是 了 的 子 集 ， 由 全 体 z€4 的 fw 值 组 成 ， 确 切 地 说 ， 一 点 
yET 是 在 f4 内 , 指 的 是 , 至 少 有 一 个 n€4, 使 fv=y， 人 
们 能 把 4 看 作 是 对 于 整个 4 运用 f 的 结果 ， 例 如 , 在 一 
刚体 运动 或 一 相似 变换 : Rs->B? 的 作用 下 ， 的 任 一 直线 
工 的 象 是 型 的 一 直线 f 氏 ， 在 重 直 射影 :RBR3->L 下 ，R 的 
每 一 线段 4 的 象 ,是 荆 上 的 一线 段 f4( 见 图 2.1), 当 4 与 工 
垂直 时 是 二 上 的 一 个 单独 的 点 (图 2.9)， 在 径 向 射影 f: 
一 和 ->S 下 ， 忆 的 不 通过 “ 的 每 一 条 直线 五 的 象 工 是 8S 上 
一 个 大 的 半圆 ,不 包含 端点 (图 2.3). 


pe | 4 
| | 
并 -一 一 . Li 
14 14 ep 
2.1 . 2.2 .图 . 2.3 


如 果 考 虑 记 关于 一个 的 任意 反 和 | 就 明白 我 们 用 
“ 象 ” 这 个 字 的 来 源 ， 
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ee 


如 果 了 ;了 与 BCY， 则 使 JwEB 的 那些 点 wz， 形成 
全 的 一 个 子 集 ， 叫 做 在 f 下 的 B 的 反 象 或 原 象 ,用 "8B 表 
示 . 在 垂直 射影 ->L 作用 下 , 工 的 单独 一 个 上 应 y 的 原 象 ， 
是 在 9 处 与 工 垂 直 的 直线 ， 而 线段 的 反 象 或 原 象 ， 是 该 线段 
在 其 两 端点 处 向 荆 所 引 两 垂 线 之 间 所 夹 的 一 长 条 ,在 径 向 
射影 局 一 z->S 下 , 5 的 一 点 9 的 反 象 或 原 象 是 从 % 出 发 通 
过 9 而 删 去 * 的 半 直 线 . 8S 上 一 个 圆 域 的 反 象 或 原 象 是 控 去 
顶点 的 一 个 圆锥 . 

令 f:X> 了 且 4cCX. 则 和 4 的 象 也 在 了 中 ,如果 了 
的 一 个 子 集 BB 包 含 f4, 则 对 于 所 有 的 wzE4, 由 gw=fw 定 
义 的 函数 g:4>B 叫做 在 4 与 BB 上 的 限制 ,最 经 常 需要 
的 是 只 限制 了 的 定义 域 ,， 在 这 种 情况 下 , 了 在 4 与 六 上 的 限 
制 用 了 |4 表示 ( 读 作 , f 在 4 上 的 限制 )， 例 如 ,如 果 f: RB-> 
BR 是 平移 , 而 工 是 RB? 中 的 一 条 直线 ， 风 了 二 是 移 了 到 与 它 . 
平行 的 位 置 . 

如 果 有 两 个 函数 f: 革 > 了 与 9:T 一 和 G， 则 能 把 这 两 个 函 
数 复合 成 一 个 新 函数 ， 用 9f: 民 ->2 表示 ， 它 对 于 下 中 的 每 
个 zs， 在 和 中 规定 9(fw) 这 个 元 素 ， 例 如 ， 令 了 与 g 为 平移 
BR->RY, 其 中 了 把 每 个 点 向 东 移 两 个 单位 ， 而 g 把 每 个 点 向 
北 移 两 个 单位 ， 那 末 ，gf 是 把 每 个 点 向 东北 移动 2V 3 单位 
的 平移 。 作 为 第 二 个 例子 , 令 f 与 9g 为 由 公式 

fo=2+1, gr=2—¢ 
给 出 的 数值 函数 B>R.， 则 能 形成 复合 函数 gf fy, 由 下 
列 公式 给 出 : 
ZJjfpz=yUpo) =2— (9 二 1) =1~— 2 
fgz=f (9%) = (2 一 人 3 二 1 一 5 一 42 十 轨 . 
有 些 简单 的 函数 如 果 不 特 别 地 提出 来 ， 人 们 会 觉察 不 到 
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它们 的 存在 .首先 提 常 函数 : 一 个 函数 .f: 子 -> 了 是 一 个 常 函 
数 , 如 果 象 全 是 了 的 一 个 单独 的 点 .对 于 了 的 每 一 个 点 ， 
有 一 个 常 函数 ， 其 次 , 集 达 的 恒 同 函数 : 对 于 每 一 个 XE 芒 ， 
函数 了 :对 -> 革 都 使 fz 一 zx。 最后， 车 4C， 对 于 每 一 个 
w“EA4， 两 数 :4-> 圣 使 得 fz 一 z， 则 了 叫做 包含 函数 . 显 
然 , 包含 函数 是 恒 同 函数 在 子 集 上 的 限制 。 一 个 常 函数 的 生 
一 限制 是 常 函 数 . 
函数 f: 卫 ~>Y 称 为 一 对 一 的 ( 简 记 为 1-1)， 如果 了 的 
每 一 点 是 到 的 一 个 点 而 且 只 是 一 个 点 在 了 下 的 象 1， 在 这 种 
情况 时 , 如 果 对 应 于 了 的 每 一 点 y, 指定 了 中 的 使 各 =9 成 
立 的 唯一 的 点 %, 就 是 从 了 到 下 的 一 个 函数 , 称 为 上 的 反 函 
数 ;用 符号 :了 -> 怀表 示 ， 例 如 ,平面 的 每 一 个 刚体 运动 
都 是 一 对 一 的 , 如果 了 是 由 以 2 与 9g 为 端点 的 线段 规定 的 
从 8 到 4 的 平移 ， 册 广 :是 从 4 到 Pp 的 平移 、 施 转 的 反 耳 数 
是 具有 同一 个 中 心 ,而 角 的 大 小 相同 但 方向 相反 的 一 个 旋转 , 
平面 的 相似 变换 也 是 一 对 ~-- 的 .倍数 为 ">>1 的 放大 的 反 范 
数 是 具有 同一 中 心 而 倍数 为 1/7 的 收缩 . 
在 处 理 数值 函数 时 ， 人 们 企图 从 y=fw 求 出 了 的 反 函 数 
的 公式 , 即 用 9 表 出 的 解 z, 于 是 ,开平 方 根 是 平方 的 反 函 数 ， 
而 对 数 是 指数 的 反 函 数 ， 在 某 些 点 的 原 象 不 是 单独 的 点 的 情 
况 下 , 人 们 就 把 了 限制 在 一 个 子 集 上 ; 以 获得 一 个 一 对 一 的 函 
数 . 例如 ,如 果 fw 一 ,从 y= 井 得 到 z=VY 与 = 一 VY， 
但 如 有 果 把 了 的 定义 域 限制 在 正 数 与 零 这 子 集 4 上 , 也 把 了 的 
值 域 限制 在 同一 个 子 集 上 , 则 这 被 限制 的 函数 9 是 一 对 一 的 ， 
TF 在 此 作者 称 函 数 了; 久 ~>Y 是 一 对 一 的 ， 如 果 了 了 的 每 一 点 是 疼 的 全 多 一 


点 的 象 ， 这样 就 允许 jx 可 以 不 是 了 的 全 体 ; 而 如 果 /= 了， 则 说 /是 
一 对 一 且 满 的 ， . 
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而 它 的 反 函 数 是 通常 的 方 根 函数 9-2g= wy. 在 指数 函数 
fw 一 10" 的 情形 , 只 需要 把 的 值 域 限制 在 正 数 集 上 , 即 得 一 
对 一 的 函数 . | 

虽然 所 列举 的 函数 例子 , 已 经 各 色 各 样 ,但 它们 仍 不 足以 
使 人 们 理解 到 函数 概念 是 怎样 的 广泛 和 基本 ， 作 为 广义 的 函 
数 的 一 个 例子 ,考虑 “男孩 的 母亲 ”这 概念 ， 男孩 的 集合 为 定 
义 域 卫 , 妇女 的 集合 为 值 域 了 ， 对 每 个 男孩 v 指定 他 的 母亲 
为 fz， 我 们 的 经 历 中 充满 着 这 样 的 例子 , 书 的 颜色 ,屋子 的 
顶 , 等 等 ， 什 么 时 候 用 到 “的 ” 字 , 就 出 现 一 个 函数 .名 词 的 所 
有 格 出 现时 也 如 此 ， 

科学 中 到 处 是 函数 ， 化 学 反应 的 结果 是 放 在 一 起 的 化 学 
物 的 函数 ， 物 理 实验 的 结果 是 实验 装置 条 件 的 函数 ， 

回 到 数学 方面 来 ,处 处 都 有 “那个 的 这 个 ”这 样 形式 的 话 . 
例如 : 圆 的 面积 , 线段 的 中 点 , 角 的 平分 线 , 两 个 集合 的 并 集 等 
等 。 这 些 例子 的 每 一 个 都 是 一 个 函数 ,在 两 集 的 并 集 情 形 
下 , 函数 定义 域 的 一 个 元 素 ， 是 已 知 集合 六 的 一 对 子 集 (4 
B) ,而 它 的 值 域 是 了 的 子 集 的 集合 . 

许多 函数 都 能 用 几何 图 描绘 出 来 , 例如, o 与 y 两 数 的 
和 w+y 能 看 成 是 一 个 函数 :R>>R1, 把 每 一 对 (w, y) 看 成 
是 瑟 中 的 一 个 点 ,就 是 平面 
到 一 条 直线 上 的 射影 ， 方 程 为 
z 二 4y= 8 的 直线 是 六 3， 其 它 
数 的 反 象形 成 平行 线 族 ( 见 图 
2.4). 如 果 把 值 域 及 描绘 成 
一 条 垂直 于 这 平行 族 的 直线 ， 
则 /能 看 成 为 盖 满 这 条 直线 的 
垂直 射影 ， 
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习 题 

1. 车 4, B, 0 都 足 一 个 集合 XX 的 子 集 , 证 明 

， (A4UB)NC=(4N0) UBNO), 
并 用 严 中 集合 的 图 来 说 明 这 结果 . 

2. 若 4 与 召 是 和 的 子 集 , 证 明 

(X+-4)n(X-B)=X-(40UB).。 
3. 车 4 与 BB 是 集合 全 的 子 集 ,并 且 4cB, 证 明 
AN(X—B)=Y. 

4 和 4， 证 明 在 了 ;和 > 了 的 作用 下 , 了 象 的 下 列 性 质 . 

Ca) 洲 4 与 8 都 是 有 的 任意 子 集 , 则 f(4UB)=f4UfB, 
(b) f(ANB)CFANSS, 
(e) 若 4cBcX, 则 f4cfB. 

5. 北极 处 的 球 极 平面 射影 是 一 个 函数 f, 它 的 定义 域 X 是 删 去 北极 的 
球 , 而 值 域 了 是 不 包含 北极 且 与 济 道 平行 的 平面 . 球 (排除 北极 ) 的 
每 一 点 2 的 象 fx, 是 以 北极 为 起 N 
点 的 、 通 过 z 的 这 一 射线 与 值 域 从 
平面 的 交点 红 见 图 3.5). 假设 值 

” 域 平面 了 与 球 在 南极 5 处 相 切 . 
(&) 面 出 纬 线 的 一 平行 线 的 象 ， 
(b) 前 出 一 条 经 线 的 象 . 

(ce) 了 中 的 一 直线 段 的 反 象 是 


什么 ? 图 2.5 | 
(d) 赤道 的 象 是 平面 上 的 一 个 圆 ， 象 圆 的 半径 与 球 半 径 有 什 么 关 
系 ? 


(e) 通过 南极 的 半 直 线 的 反 象 是 什么 ? 
6. 车 是 由 公式 组 X1 十 3, 9 一 X2 一 4 给 出 的 平移 RB2->, 而 9 是 由 
妇 一 一 V1 与 xo 给 出 的 反射 ; 求 复合 函数 9f，fg 的 公式 ， 反 印 
数 广 ，9g (9 六 以 及 复合 函数 广 9 1 与 9 1 的 公式 是否 
» 20。 


(9 记 -1 一 9 和 
7. 设 f:X> 了 了 
(a) 车 4, BB 都 是 了 的 子 集 , 试 证 
4U 芒 = 六 4U 广 归 与 广 (4nB)= 广 4n 广 二. 
(b) 求 广 + 了 与 广 10. 
(e) 若 4cB, 问 反 函数 广 :4 与 广 :B 有 何 关 系 ? 
8. 设 f:X> 了 与 9; 了 ->Z， 证 明 对 于 每 个 Cc2, 有 
(9f) -10=f"1(g-10). 
著 了 与 g 都 是 一 对 一 的 ,证 明 gf 一 对 一 ,而 (gjP) 寺 = 广 1grL 


3. 邻 域 与 连续 


-车 s 与 9 是 Br" 中 的 两 个 点 , 所 谓 它们 之 间 的 焉 离 , 指 的 

是 平常 的 直线 距离 , 用 ww, 四 表示 .在 用 4 与 y 的 坐标 时 ， 
能 根据 下 列 公 式 计算 . | 

Go Y= (oY) 十 oa 一 ga 十 … 十 on 一 加 ) 
这 个 公式 是 应 用 勾 股 定理 的 推广 而 获得 的 .在 n 一 1 时 ,这 公 
式 简化 为 gw, 外 ~ 1s 一 y| (wm 一 y 的 绝对 值 )， 现 在 我 们 不 直 
接 用 这 个 公式 ,而 只 用 距离 函数 d(w, 的 、 能 用 这 公式 加 以 
证 明 的 某 些 性 质 、 这 些 性 质 都 是 众所周知 的 ， 现在 把 它们 列 
举 出 来 而 不 加 证 明 。 

首先 , 若 2 与 4 是 不 同 的 点 , 则 ad(%， y) >0, 其 次 , d(%，, 
2) 一 0 对 于 所 有 的 z。 再 次 , 对 于 每 一 对 点 w 与 y, 距离 是 对 
称 的 ，d(%w, 9) =d(y, 四 最 后 , 对 于 任意 三 个 点 wy 与 z 

do 2 Ady, Y) +aly, 2). 

最 后 这 个 叫做 “三 角 不 等 式 ”, 因为 它 断 言 : 三 角形 两 边 的 长 度 
之 和 大 于 或 等 于 第 三 边 的 长 度 ， 
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让 我 们 回忆 一 下 , 在 第 一 节 中 我 们 初步 检验 各 种 图 形 时 ， 
图 形 有 否 断 裂 对 于 我 们 的 结论 是 否 成 立 起 着 决定 性 作用 ， 就 
是 因为 这 一 原因 ,，, 所 以 主要 定理 中 的 函数 必须 是 连续 的 。 那 
时 候 我 们 用 几何 图 形 米 直观 地 描述 连续 性 ， 它 的 确切 定义 要 
用 到 另 一 个 概念 , 即 邻 域 的 概念 。 现 在 给 出 邻 域 的 定义 ， 


定义 令 马 为 本 的 一 个 子 集 , 2 为 脏 中 的 一 点 ,7 为 
一 正 实数 . 然后 ,把 三 中 的 .与 2 距离 小 于 的 点 的 全 体 , 定 . 
义 为 2 的 在 瑟 中 的 、 以 7 为 半径 的 邻 域 , 用 入 lw, r+, 瑟 ) 表 
示 , 而 在 怀 明白 无 误 , 不 会 引起 误会 时 , 可 简单 地 用 NN(w, 7) 
表示 。 

”例如 ,车 半天 而 m=2, 则 和 人 (or，BR2) 恰好 是 以 @ 为 
中 心 、 以 7 为 半径 的 赔 的 内 部 . 同 
样 ，z 在 融 申 的、 半径 为 + 的 邻 域 
是 以 2 为 中 心 、 以 了 为 半径 的 球 的 内 
部 .在 9 一 时, (2 7 有 忆 就 是 以 zw 
为 中 点 、 长 度 为 27 的 开 区 间 (@ 一 7， 

图 3.1 wm 十 7)。 当 玉 不 是 整个 时 ， 则 
到 7， 革 ) 愉 就 是 三 的 位 于 友人 wo r+, Br") 内 部 的 那 部 分 ( 见 
图 3.1), 即 子 自身 与 在 Br 中 的 邻 域 (ww, r， Pr") 的 交集 ， 
~ Nlw, 7; X)=TNNG, r, BD. 
现在 我 们 来 谈 函 数 的 连续 性 这 个 重要 概念 


定义 设 f: 子 > 了 是 一 个 函数 ,其 中 了 CR" 而 Yc Bn 


1) 读者 容易 看 出 : 当 邓 =Br 时, 这 个 式 子 也 成 立 , 于 是 ,不 论 耻 Cr 或 卫 司 
如 ， 对 于 w& 关 以 及 对 于 5 的 、 在 卫 中 的 、 以 7 为 半径 的 邻 域 N (2, 7， 
六 ) 与 在 如 中 的 、 以 ? 为 半径 的 邻 域 人 (ez，r，Bo)， 这 个 式 了 者 成立; 
一 一 译 者 注 
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又 设 wE€ 脏 。 如果 对 于 fw 的 .在 了 中 的 每 一 个 邻 域 , 互 中 存 
在 4 的 某 一 个 邻 域 ,， 它 的 象 被 包含 在 fw 的 所 考虑 的 邻 域 
中 , 则 说 了 在 % 处 连续 , 

为 了 简短 地 表达 这 个 条 件 ,按照 微 积 分 中 惯用 的 记号 , 用 
6 与 5 表示 这 些 邻 域 的 半径 ， 把 它们 分 别 叫 艇 e 邻 域 与 5 邻 
域 . 则 这 条 件 能 重 述 如 下 ; 对 于 每 一 个 正 数 6, 存在 一 修正 数 
6, 使 4 的 6 邻 域 的 象 ,属于 fw 的。 邻 域 

fN(%, 6, JICNO ee 了)， 

著 jJ 在 不 的 每 一 点 处 连续 , 则 说 函数 六 在 五 中 连续 ， 

车 把 8 和 < 解释 为 接近 的 程度 , 则 定义 可 以 意译 为 : 人 们 
只 须要 求 w 足够 接近 mw， 就 能 使 fx 接近 fw， 更 粗略 的 意 序 
是 : w 的 微小 改变 ,引起 fz 的 微小 改变 . 

拓扑 学 中 只 注意 连续 函数 , 并 把 “连续 函数 ”这 术语 缩 简 
为 “映射 "， 所 以 球 极 射影 就 是 从 挖 去 了 极 的 球面 到 平面 的 喘 
射 ， 然 而 , 为 了 说 明 连 续 性 定义 的 意义 ,让 我 们 来 考察 几 个 不 
连续 函数 的 例子 ， 

作为 第 一 个 例子 ， 令 了 :B39->B? 使 平面 上 除去 一 个 点 p 
外 , 每 个 点 都 固定 不 动 , 而 令 fp=g 为 男 一 个 点 ， 为 着 说 得 具 
体 ,可取 2p 为 坐标 原点 (0, 0) 丽 9 为 (1, 0)， 那 么 , 在 非 # 
的 每 一 点 处 连续 ， 要 看 出 它 在 ?处 不 连续 ， 取 e 为 2(p， 办 的 


一 半 , 使 得 W(g, 可- Wo， 

豆 ) 为 以 cb 9) 为 中 心 ， 以 

喜 为 半径 的 加 的 内 部 ( 见 图 ， 

3.2)， 这 时 候 , 没有 的 邻 

域 会 映 到 W(g, 言 ) 中 ， 因 为 2 的 每 个 邻 域 都 包含 有 不 在 
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W (9 二) 中 的 点 ,而 了 又 使 过 上 点 不 动 , 区 而 这 些 点 的 了 条 下 
在 (9, 雪 ) 中 ，( 图 3.2 给 出 令 域 (2, 于) 二 中 的 点 只 有 
bp 的 f 象 fp~9 在 W(g, 半 ) 中 . ) 因 为 对 于 e=- 豆 ,不 存在 
相应 的 3>0 合 得 JN(p, 9)cN(9 译 ), 所 以 了 在 二 处 不 连 


续 ， 直 观 的 几何 图 形 是 : 7 犯 点 2 从 而 按 岂 来 ， 再 把 它 粘 
到 点 9 处 . 


3.3 

”下 面 的 第 二 个 例子 显示 出 不 连续 的 另 一 种 类 型 , 把 平面 

肥 分 成 丙 半 ( 半 平 面 )4 与 B, 其 中 4 包含 所 有 使 各 之 0 的 
点 wz, zo)， 而 是 它 的 补 集 。， 注意 入 一 0 这 条 铅 重 线 荆 包 
禽 在 4 中 ( 见 图 8.8) .定义 j 为 从 形 到 形 的 这 么 一 个 函 
数 , 使 得 了 在 4 上 的 限制 是 向 右 平移 一 个 单位 , 而 f1B 是 向 
左 平移 一 个 单位 。j 把 两 个 半 平 面 4 与 B 分 裂 开 ,4 移 向 
右 , 避 移 向 左 . 因为 了 CC4, 工 移 向 右 ， 函数 在 工 外 的 每 点 
处 都 连续 , 而 在 工 的 每 点 处 都 不 连续 . 为 了 证 明 后 一 断言 , 令 
PEL, 令 9= 名 ,并 令 e 为 小 于 2 的 任 一 正 数 ， 于 是 在 磺 中 
9 的 、 以 6 为 半径 的 邻 域 , 即 (wo 6, 不 包含 1B 的 点 , 而 每 
个 入 (p,7) 包 含 昌 的 点 。 如 图 3.3 所 示 , 2 的 任何 邻 域 的 左 
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半 ( 由 虚 点 的 图表 出 ) 在 了 的 作用 下 离开 了 N(9, e)， 因 而 没 

有 对 应 的 2 使 得 形 中 的 .2 的、 以 3 为 半径 的 领域 的 象 , 包 

含 在 g 的 、 以 e 为 半径 的 邻 域 中 , 即使 得 
fN(p, 5)CN(g, 6). 

直观 的 图 形 是 ; f 把 平面 沿 工 着 裂 ,再 把 两 半分 离开 . 

为 着 说 明 连 续 性 的 定义 符合 我 们 的 直觉 ， 还 可 用 第 一 节 
中 所 举 的 不 连续 性 的 例子 的 图 形 来 检验 ， 在 图 .5 中 , 车 领 
域 入 (r, @) 的 半径 6 小 于 距离 g(r, 3) 的 一 半 , 则 6 的 任 一 邻 
域 包含 叉 的 许多 点 ， 它 们 的 象 不 在 这 个 .je=r 的 < 部 域 中 . 
同样 , 在 图 1.6 中 , 若 e 是 比 距 离 g(r，s) 与 gr, 人 中 较 小 的 
还 小 , 则 o 的 任何 邻 域 又 包含 着 许多 点 , 它们 的 象 不 在 fc=r 
的 、 以 e 为 半径 的 邻 域 中 . 

要 证 明 函 数 在 某 点 不 连续 ,只 需要 指出 ; 对 于 单独 的 一 个 
<>0, 不 存在 5， 要 证 明 连 续 , 经 常 比较 困难 些 , 因为 要 指出 ， 
对 于 每 个 可 能 选 出 的 <, 怎样 找 出 与 它 相 对 应 的 数 8 《就 是 必 
须 显 示 出 6 为 e 的 一 个 函数 ) ， 然而， 对 于 一 些 简单 沙 数 ， 这 
并 不 困难 ; 现在 我 们 就 来 考虑 这 些 函 数 . 

对 于 任 一 个 卫 CR"， 便 辣 函 数 :对 > 对 连续， 回忆 便 
同 函数 的 定义 : 对 于 所 育 的 ,CE 瑟 ， fr= zz. 对 应 于 %E 瑟 与 一 
个 c>0 取 8=6. 显然 1 把 入 (w, 5, 卫 ) 上 映 入 N(fw, es .及 ); 
因为 使 每 一 点 不 动 , 故 这 两 邻 域 重合 ， 同 样 ; 车 4 己 卫 ; 则 
包含 育 数 了 :4 一 子 连续 ; 因为 它 是 一 个 上 映射， 还 取 5=e, 并 
利用 Wo 2 4) 一 4NN(w, 5, 五) 这 一 事实 . 

任意 常 函数 1: 卫 ~> 了 连续， 在 这 情形 下 ，f 子 为 了 的 
一 个 单独 的 点 ， 和 譬如 说 9， 因而 对 于 每 一 个 w 与 对 于 每 一 个 
e>0, 以 及 7>>0，fN(w, mw 革 )CN(g, e 了 ); 故 不 妨 取 
6 一 ec。 . 


任意 一 个 刚体 耳 数 了 : 驰 -> 了 连续 ,所 谓 刚体 "函数 ， 

是 指 不 改变 距离 的 函数 : 
a(fw, fv) 一 d(w, wx)， 对 于 所有 的 2 wEX,. . 

例如 ,已 的 平移 旋转、 与 反射 是 刚体 的 ， 要 证 明 在 点 %EX . 
处 连续 ,对 于 每 个 e>0, 可 取 8=e. 然后 ,车 x EN(%w,5, 了)， 
则 有 d(w, w)<e， 所 以 a( fw, fw 之 e， 因而 fw EN(fz， 
e 了). 用 话 来 说 ， 困 7 的 刚体 性 ， “的 。 邻 域 的 了 象 在 fo 的 
< 邻 域 中 . 

使 距离 紧缩 的 函数 了: Xx 了 连续， 轩 纺 这 一 条 件 由 下 
式 表 出 ; 
fo fo) Eds, w), 对 于 所 有 的 2 CER. 
再 对 于 所 有 的 > 取 3=e, 并 且 应 用 圭一 段 的 论证 . i 

任 一 相似 函数 了 ;中 一 了 连续 、 这 里 的 条 件 是 把 所 有 的 
距离 改变 同一 个 倍数 , 譬如 说 , 是 友信 

Cy, 10) wha(w, 2 ), :对 于 所 有 的 ww， wEX. 
车 0<h<l; 则 .f 为 压缩 而 可 引用 前 一 段 ， 当 >>1 时 , 对 于 
所 有 的 点 %, 取 5=e/h、 然 后 , %' EN(w, ec/ 及 并) 蕴涵 d(%， 
2 达 e/b，: 这 能 写 为 hd(w, 2')<e. 上面 的 等 式 就 产生 d( Ja， 
f8) <e， 从 而 fwEN( fo, es 瑟 .、 例如， 若 8=3 而 大使 距 
离 双 倍 ， 则 以 邻 域 W( fw, e 了 ) 的 举 经 之 六 为 闪 得 的 领 城 
的 了 象 己 邻 域 NN(fz, ec 了 ， 

所 亩 从 球 心 % 到 球 5 的 径 向 射影 是 应 数 了 :到 一 sb 8 
是 满 的 ， 是 连续 的 .了 把 8 外 部 的 两 个 点 投射 到 SL. 上 ,缩小 
了 它们 之 间 的 距离 ,所 以 那 限 制 在 5 外 部 的 f, 显然 连续 然 
而 , 眼 制 在 内 部 的 了 放大 距离 ; 如 果 两 点 在 球 内 移动 ， 当 它 
们 离 球 心 越 近 时 , f 把 它们 之 间 的 距离 放大 的 倍数 就 越 大 :要 
证 明 在 一 点 % 志 2z 处 连续 , 作为 6 的 函数 的 6 的 表达 式 相当 复 
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杂 ， 但 注意 到 各 种 相似 三 角形 
以 及 用 一 点 儿 代数 ， 仍 然 能 得 
到 这 个 表达 式 ( 看 后 面 习 题 中 
的 第 9 题 )。 我 们 也 能 几何 地 
得 出 一 个 8 如 下 . 令 # 为 8 与 
以 fw 为 中 心 、 以 e 为 半径 的 球 
的 一 个 交点 ,图 3.4 显示 出 通 3.4 

过 zw, fw 与 t 这 三 个 点 的 邓 面 的 截面 邻 5 为 从 sw 到 台 线 的 
垂直 距离 ， 于 是 球 ko, 8) 内 部 的 每 个 点 的 投影 落 在 (Jz， 
6 号 中 。 


习 题 
1， 哪 样 的 x y, * 三 点 会 使 三 角 不 等 式 中 的 等 式 成 立 ; 即使 
aly, 2) =a(7, 2 十 GCC 2)9 
2. 若 凡 是 邻 域 W(Gc，r X) 中 的 一 点 ,证 明 有 一 数 只 > 0 使 
No r', X)CNCz 7, X). 
保证 这 个 式 子 成 立 的 、7 的 最 大 值 是 什么 ? 
3 在 检验 函数 万-* 工 在 一 点 ”处 连续 中 ， 若 找 得 一 个 9> 0 对 e= 
于 有 效 ， 为 什么 同一 个 6 对 所 有 的 6 之 二 部 有 有效 
4. 如 间 在 第 3 题 中 , 车 求 得 一 个 8>0 对 于 = 二 有 效 ， 为 什么 比 6 
较 小 的 任意 值 对 < 一 豆 都 有 效 ? 


5、 分 平面 瑟 为 两 部 分 4 与 B, 其 中 4 包含 以 8 为 中 心 ， 以 1 为 半径 
的 贺 周 上 以 及 贺 内 的 所 有 点 ,而 如 是 4 在 到 中 的 补 集 ， 定义 RE? 
如 由 了]4 将 和 4 围绕 中 心 旋转 一 个 90% 的 角 而 了 保留 吕 的 每 
个 点 固定 ， 问 了 在 何 处 连续 又 在 何 处 不 连续 ? 在 一 个 不 连续 的 点 
处 ， 对 于 e 的 什么 值 没有 相对 应 的 09 

6. 若 志 是 加 中 的 一 条 直线 或 ~- 平面 ,说 明 为 什么 各 直射 影 BL 
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7. 令 8 为 以 1 为 半径 、 以 环 的 原点 为 中 心 的 球面 ， 令 2= (0 0, 1) 
为 3 的 北极 ， 而 令 声 S 一 2 一 形 为 从 点 2 到 赤道 平面 上 的 球 极 平 
面 射 影 ， 作 一 图 表明 f 连续， 在 5 一 p 的 哪 部 分 了 是 收缩 函数 ? 
证 明了 是 一 对 一 的 ， 并 且 六 :局 >58 一 p 也 连续 ， 对 于 值 小 于 
一 , 删 去 北极 的 邻 域 WN(p, +, 8) 一 p 的 了 象 是 什么 ? 为 什么 不 能 定 
义 j 把 函数 了 扩展 成 一 连续 函数 ? 

8. 若 了 与 9 都 是 从 区 间 [a, 0] 到 及 的 连续 函数 ， 证 明 Pt9 与 让 -9 
都 连续 、 提 示 : 要 证 明 hz 一 fz+9r 上 与 hz 一 fz 一 gx 在 z 处 连续 ， 
可 对 于 所 有 zw'€ [a, ,借助 于 三 角 不 等 式 

| (frigr) ~ Gr +g) | < Ifr fr |+ lor—gr), 
来 估计 |hz 一 hx'| 与 zw 一 ke'|. 

9. 令 庆 胎 -s>5 为 从 球 心 “到 球面 8 上 的 径 向 射影 ( 见 图 3.4)， 

令 球 8 的 半径 为 T， 证 明 图 中 的 6 作为 < 的 函数 由 下 式 给 出 ; 
6—deV I-—ed, 

其 中 4 是 从 “到 “5 的 嘱 离 ， 提示 : 从 zs 到 由 户 到 上 的 弦 作 一 垂 

线 , 令 为 在 * 处 由 加 与 上 所 决定 的 角 的 一 半 , 并 用 悟 等 式 sin20 
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4. 开 集 和 闭 集 


、 ” 设 革 是 如 的 一 个 子 集 ， 我 们 的 目的 是 要 定义 并 研究 
至 的 一 类 特别 的 子 集 ， 即 所 谓 的 对 的 开 集 ， 它 们 将 在 随后 
的 讨论 中 扮演 主要 角色 , 因为 借助 于 它们 , 才能 容易 表达 出 所 
要 讨论 的 并 的 各 种 拓扑 性 质 ， 还 有 ,用 开 集 时 ,函数 连续 的 
条 件 取 一 个 很 简单 的 形式 . 

不 容易 事先 看 出 ， 为 什么 开 集 这 个 概念 会 是 一 个 重要 概 
您 . 它 逐 渐 得 到 承认 , 是 一 个 历史 事实 .在 拓扑 发 展 的 早期 
41904 一 1980), 对 这 一 课题 人 们 曾 采取 各 种 途径 , 作 过 各 种 不 
2S 。 


同 的 探讨 . 人 们 曾 采 用 过 诸如 下 列 名 词 所 表达 的 概念 : 邻 域 空 
间 , 度量 空间 , 极限 点 , 序列 极限 以 及 闭 包 ,当时 并 来 弄 清楚 
这 些 途 径 都 等 价 , 都 殊途同归 ; 也 无 人 能 预言 拓扑 的 发 展 方向 
与 最 终 形式 。 直 到 这 个 时 期 的 末期 , 才 逐 渐 错 清楚 下 述 事实 : 
开 集 概念 是 探讨 所 有 拓扑 性 质 的 简单 而 灵活 的 工具 。 从 那 以 
后 , 人 们 公认 开 集 这 个 概念 所 提供 的 途径 最 优越 


定义 令 对 为 "的 一 个 子 集 . 车 对 于 了 的 子 集 上 的 
每 一 点 %, DU 包含 4% 的、 在 邓 中 的 某 邻 域 , 则 称 于 集 口 为 XX 
的 开 集 . 条件 可 重 述 如 下 ， 对 于 每 一 点 2EUV, 有 一 个 数 7> 
0, 使 N(w, 7r, XX)CU. 

. 我 们 不 久 会 看 到 ， 开 集 是 易于 明 到 的 ， 并 且 以 各 色 各 样 的 
形式 出 现 . 我们 的 第 一 类 例子 ,就 是 了 中 的 点 的 邻 域 . 

凡 邻 域 都 是 开 集 。 

设 已 知 zoE 总 与 ro>0. 要 证 4 
明 上 述 断 言 ， 必 须 证 明 六 (xzo，yo 
工 ) 是 三 的 开 集 ( 见 图 4.1)， 这 就 
需要 指出 ， 对 于 每 一 点 ZEN(e， 
”ro， 琶 )， .存在 一 正 数 +， 使 邻 域 
Wo 7?, 卫 )CN(vo, yo 卫 ). 令 7 
一 To 一 0(w, mo)， 现 在 2%EN(wo, 图 《.I 
70， 革 ): 指 的 是 4《w, wm0) 过 ro; 因此 7 必 为 正 数 ， 令 yEN(%， 
六 天) 于 是 2(%, y) <*。 从 三 角 不 等 式 可 知 

Gd(%o, Y) <ad (vo, 2) 二 go Ds 
又 因 d(w, 力 < 有 
dzo Y) <Adlwo, 2) 十 7。 

但 由 我 们 的 7 的 定义 , 4 (wo, 2) 十 7 一 9o， 因此 ， . 
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d (wo, Y) 一 7o. 
这 就 下 明 入 (zw, 六 邓 ) 的 任 一 点 y 是 入 (wo, ro 半 ) 的 一 个 
点 ,所 以 太 (wo, yo 芋 ) 是 革 的 开 集 . 
下 面 的 一 些 定理 说 明 怎 样 从 已 知 前 开 集 作 出 另 外 的 开 
集 . 


定理 4.1 若林 与 入 都 是 工 的 开 集 ， 后 六 
Un 玉 是 并 的 一 个 开 集 ， 太 的 任何 有 限 个 开 集 的 交集 是 开 
的 一 个 开 集 . 


为 着 证 明 第 一 个 断言 信 令 wEDNV. 因 wED 且 口 是 开 
集 , 有 一 个 +>>0 使 本 (z, 7, 了 )CU. 因 wEV 而 六 是 开 集 ， 
有 一 个 s>0 使 Go 5 了)GV. 设 # 为 7 与 中 较 小 的 那 
个 ; 显然 Wo, 4 四) 在 吕 与 中， 获 在 UNV 中 ， 这 就 证 
明 UNYV 是 开 集 ， 为 着 证 明 第 二 个 断言 ， 假设 2 在 每 一 个 开 
集 U2 Us。 …， Us 中 .于 是 有 数 71>0 G=1, 2,…, 有 使 
Wo 0 半 ) CO 取 这 些 7 72，… 训 中 最 小 的 一 个 , 设 
为 1。 显然 丸 (o, 性 下 ) 在 交集 中 , 这 就 完成 了 证 明 . 

在 上 面 的 论证 中 , 我 们 假设 UNV 中 有 点 w. 若 口 与 V 
无 公共 点 ， 即 

UNV -= 空 集 ， 

我 们 还 必须 根据 开 集 的 定义 来 验证 空 集 是 开 集 ， 要 求 这 样 的 
验证 , 乍 一 看 , 似乎 有 些 迁 腐 气 ; 但 却 是 严格 地 符合 洱 辑 的 . 因 
多 没有 点 ， 所 以 它 的 每 个 点 有 一 个 邻 域 包含 在 8 中 .这 说 法 
是 正确 的 , 所 以 是 开 集 : 从 相反 的 角度 想 一 想 ， 若 集合 4 
不 是 子 中 的 开 集 ，4 就 包含 某 个 点 , 而 不 包含 该 点 [在 琉 
中 ] 的 邻 域 ; 中 以 一 个 在 开 集 是 一 个 非 空 集 这 一 事实 极 关 

了 D [在 斑 昕 是 译 者 加 的 。 
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重要 , 它 连 间 另 一 个 重要 事实 , 即 一 集合 是 它 自己 的 开 集 , 足 
够 正式 作为 一 个 定理 ， 


定理 4.2 空 集 9 是 下 的 一 个 开 集 ， 并且 荆 自身 是 芝 
的 一 个 开 集 ， 


第 二 个 命题 显而易见 . 因由 邻 域 的 定义 ， 对 于 每 个 
2E 囊 ， 和 所 有 的 >0， 
N(x, 7?,， 芋 ) 忆 XX. 
下 面 的 定理 给 出 从 已 知 开 集 建立 新 开 集 的 另 一 个 方法 


定理 4.8 大 的 任意 多 个 (有 限 个 或 无 穷 多 个 ) 开 集 的 并 
集 是 马 的 一 个 开 集 . 


为 了 证 明 ,; 令 0 大 未 这 么 多 个 开 入 将 全 体 又 邻 和 4 表示 
它们 的 并 集 . 车 zs€4, 则 O 中 存在 一 个 开 集 口 包 含 w.; 因 
U 是 开 集 ,有 一 个 r>0 使 万 (o r+, 玉 ) CU 由 并 集 的 定义 ， 
UCA4, 从 而 入 (zw, ”mw 于 )C4， 这 就 证 明了 4 是 开 集 .， …， 

这 些 结 果 表 示 ， 对 所 火 党 数 集合 卫 , 它 的 开 集 族 是 很 虎 
大 的 .通过 作 邻 域 的 并 集 能 无 止境 地 作成 各 冯 各 梯 的 开 : 焦 ; 
现在 我 们 将 说 明 许 多 部 知 的 集合 , 具有 开 集 的 资格 .: %… 

著 耻 == 肪 , 则 每 个 邻 域 是 一 个 开 区 间 

.i N(w, 7)= (0—7, wt?). : 
每 个 开 区 闻 是 它 的 中 点 的 一 个 领域 ， 因 而 是 忆 的 一 个 开 集 . 
两 个 或 更 多 的 开 区 间 的 并 集 , 也 是 五 的 一 个 开 集 ; 例如 , 不 入 
交 的 开 区 间 的 序列 (1/ (mn 十 ,14/%), n=1，2,，3, …, 的 并 集 
是 开 集 。 
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“ 令 卫 Be 这 时 候 , 凡 罗 的 内 部 都 是 邻 域 , 所 以 每 一 个 
圆 的 内 部 是 BR 中 的 开 集 ， 令 4 表示 到 中 的 一 个 矩形 的 四 
条 边 (四 条 线段 ) 上 诸 点 的 集合 . 它 的 补 集 本 一 4 有 两 部 分 
内 部 也 与 外 部 到 ( 见 图 4.2)， 
车 s 是 口 的 一 个 点 , 并 选取 
一 个 正 数 7, 使 它 比 从 2 到 
4 的 边 的 最 短 距离 还 小 ， 则 
NW(w, 在 内. 记 以 辽 是 
Rs 中 的 开 集 ， 同样 , 外 部 六 
是 到 中 的 开 集 . 但 4 在 也 

人 中 不 是 开 集 ; 因为 它 的 一 个 

点 多 . 没有 邻 域 太 (2 r，B?) cA4, 实际 上 , 4 的 每 个 点 都 有 这 

个 性 质 .， 若 用 任意 简单 闭 多 边 形 如 三 角形 或 六 边 形 来 代 赵 矩 

形 4， 这 些 结论 照样 有 效 ， 

”应 该 注意 : 开 集 这 性 质 是 脆弱 的 , 即 一 个 开 集 可 以 在 添加 
一 个 点 后 , 不 再 是 开 集 ， 在 上 面 的 例 中 , 车 把 4 的 内 部 可 添 
加 上 4 的 或 4 的 外 部 的 一 个 点 , 则 这 扩大 的 集合 , 就 不 再 是 ， 
Bs 的 开 集 了 ， 

当 瑟 = 梧 肘 ， 邻 域 都 是 球 的 内 部 ， 而 每 一 个 这 样 的 集合 
是 在 慌 中 的 开 集 。 球 的 外 部 同样 是 如 中 的 开 集 , 但 球面 在 
局 中 就 不 是 开 集 .. 令 4 表示 职 中 一 个 矩形 盒子 的 面 、 边 、 
与 顶点 的 全 体 点 , 则 局 一 4 分 成 两 个 开 集 : 盒 的 内 部 与 外 部 . 

令 了 表示 局 中 一 个 环 面 ( 油 炸 圈 鲜 ) 的 面 上 的 全 体 点 ， 于 是 

屎 一 下 分 成 两 个 开 集 , 下 的 内 部 与 处 部 . 

在 上 面 所 举 的 例 中 , 我 们 都 到 卫 =Fr， 下 面 的 定理 告诉 
我 们 , 一 旦 的 开 集 描绘 清楚 了 , 如 何 “看 出 ”的 一 个 子 
集 六 的 开 集 . 
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定理 4.4 车 开 CR", 则 并 的 开 集 族 就 是 于 自身 交 
邓 的 全 体 开 集 的 交集 族 。 


先 证 明 ， 闭口 是 怒 的 一 个 开 集 ， 则 卫 N 吕 是 下 的 一 
个 开 集 . 令 wEXNU. 因 wEDU 而 U 是 局 的 开 集 ; 就 有 一 
个 7>0 使 入 (w, ?7)CU. 因而 

XNNG, rT CXNU. 
但 入 (wz, 7, 耻 ) = 对 人 入 (ww, 7), 故 
N(w, 7+, CXFNUD. 
这 就 是 说 ， 对 于 每 个 ENU, 他 中 有 sw 的 一 个 邻 域 属于 
XnPDi 所 以 了 NU 是 的 一 个 开 集 。 这 就 完成 了 定理 的 
证 明 的 一 半 . 四 
其 次 , 必须 证 明 能 把 互 的 一 个 开 集 下 放大 成 尼 的 一 个 

开 集 U, 使 疡 一 并 .如 果 了 了 原来 就 是 一 个 邻 域 W zc，m， 
冬 )， 所 寻找 的 放大 体 Z 显然 就 是 六 (ww 7 Br") .现在 ,容易 
验证 层 的 任 一 开 集 及 是 包含 在 了 中 的 所 有 邻 域 的 并 集 ， 记 
以 我 们 只 要 寻找 出 那 包 含 在 六 中 的 每 个 [ 形 如 六 (人 7, 蕊 ) 
的 ]” 邻 域 的 放大 体 [入 (wz, r+, R")]”， 来 构造 所 寻找 的 六 的 
放大 体 . .对 于 所 有 使 得 入 x, 7， 之 )CV 的 zwEV 和 8>0， 
我 们 定义 如 六 邻 域 丸 (zw,i7,B") 爹 体 的 并 集 , ,并且 证 明 这 个 
UU 满足 要 求 , 即 证 明 品 是 -Be' 的 开 集 与 于 AVU=V,. 因为 每 
一 个 Wo, ?7,8") 是 'B" 的 开 集 ;定理 4.3 断言 口 是 避 的 开 
集 . 证 明 卫 NU=~ 斑 还 要 用 两 个 步骤 来 完成 ， 首 先 要 证 明 广 
的 每 一 个 元 素 是 子 几 D0 的 一 个 元 素 , 然 后 要 证 明 下 人 U 的 每 
”4) 请 注意 , 定理 4.4 实 际 是 说 ， 若 工 CR", 则 X 自身 与 jn 的 任 一 开 集 的 

交集 是 了 的 一 个 开 集 ; 而 县 反之, 的 每 一 开 集 是 六 自身 与 的 革 


一 开 集 的 交集 ， 一 一 译 者 注 
2) 方 括号 里 的 话 是 译 者 加 的 ， 后 面 所 


em 


一 个 元 素 是 矿 的 一 个 元 圳 . 

因为 六 是 节 的 开 集 ， 每 一 点 EV 有 一 Nw, 7, 六) 
Cy， 所 以 zEDU， 这 证 明了 VcU， 但 六 也 是 于 的 一 个 
子 集 ， 所 以 六 cC 邓 NU. 这 完成 了 第 一 步 . 第 二 步 要 证 明 
NUcCV， 先 注意 到 任 一 点 yEXND 既 在 斑 中 又 在 UU 
中 ， 作 为 口 的 一 个 点 , y 属于 某 个 六 (ww 7, R") 使 N(%, 7， 
革 )CV， 因 为 y 也 在 对 中 , 它 就 在 全 站 Nw 7，R") 一 
Wo 7, 互 ) 中 ， 又 因为 太 (w, 7， 玉 ) C7, 从 而 YEV， 这 就 
完成 了 XNU=Vy 的 证 明 ,并 且 也 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

让 我 们 总 起 来 看 一 下 本 节 中 所 已 做 到 的 事 . 子 的 一 个 开 
集 品 的 主要 性 质 是 给 它 下 定义 的 性 质 ， 每 一 个 EU 有 一 个 
邻 域 W Go 六 芒 )CU， 关于 单独 的 一 个 开 集 , 所 能 说 的 只 是 
这 一 句 话 , 并 无 其 它 。 我 们 的 定理 叙述 了 并 的 开 集 全 族 ( 即 
于 的 全 体 开 集 ) 的 性 质 , 开 集 全 族 的 元 素 包括 空 集 、 子 自身 、 
与 每 个 邻 域 玉 (w, +, 下); 此 外 , 还 包括 它 的 任意 有 限 个 元 素 
的 交集 , 以 及 任意 有 限 个 或 无 穷 多 个 元 素 的 并 集 ， 
现在 转 到 闭 集 的 概念 


定义 令 台 为 本 的 一 个 子 集 广 的 子 集 4 叫 做 荆 的 
“~ 个 加 集 ， 刻 果 4 稚 蛙 中 的 补 集 一 4 是 光 ， 的 一 站 开 集 ， 
简短 好 说 ,是 闭 集 如 果 并 一 过 是 开 集 ， 
”引用 开 集 的 定义 ， 就 得 出 4 是 且 - 的 亲 集 的 下 列 检 验 法 : 
六 二 4 的 每 一 点 有 一 个 不 与 4 相交 的 邻 域 , 例如 ， 由 单独 一 
个 点 所 组 成 的 集合 , 总 是 任 一 稍 大 集合 和 中 的 闭 集 ;因为 ,车 
2 十 这 个 单独 的 点 ,而 4 是 任 一 别 的 点 ,车 7 小 于 或 等 于 从 4 
到 y 的 距离 , 则 访 (y, 7) 不 包含 %， 同样 地 , 一 平面 或 空间 中 
的 一 直线 ,是 任 一 较 大 集合 中 的 一 个 闭 集 ; 因为 , 若 y 不 在 
® dd 。 


帮 上 , 而 ?是 从 gy 到 工 的 最 近 点 的 距离 , 则 W(y 7) 与 石 不 
相交 ， 

从 所 举 的 每 个 开 集 ， 作 它 的 补 集 ， 就 得 到 一 个 闭 集 的 例 
子 . 在 图 4.2 矩形 4 的 例 中 ， 外 部 六 的 补 集 是 4 与 其 内 部 
吕 的 并 集 . 因 六 是 一 个 开 集 ,从 而 4UD 是 如 的 一 个 闭 集 . 
同样 ，4Uy 是 如 的 一 个 闭 集 因 DUUV 是 开 集 而 4 是 
DUT 的 补 集 , 从 而 4 是 BB 的 阔 集 . 

五 中 的 一 个 集合 4 与 它 的 补 集 对 一 4 之 间 的 关系 是 互 
逆 的 : 对 一 4 的 补 集 是 4. 在 卫 的 子 集 之 间 的 这 种 对 应 关系 
叫做 忆 中 的 对 偶 性 ， 开 集 和 闭 集 是 对 侦 概 念 ， 因为 一 个 开 集 
的 对 偶 是 一 个 闲 集 , 并且 反 过 来 也 对 ， 

由 于 开 集 与 闭 集 之 间 的 这 种 对 侦 性 ， 我 们 能 从 已 证 明 的 
关于 开 集 的 每 个 定理 推演 出 关于 闭 集 的 一 个 正确 的 “对 个” 定 
理 . 在 作出 对 偶 命 题 时 , 重要 的 办 法 是 利用 下 述 事实 : 并 集 和 
交集 在 下 述 意 义 下 是 “对 偶 ” 运 算 ， 4 与 如 的 并 潍 的 补 集 ,是 
4 的 与 已 的 补 集 的 交集 ， 

X—-(4UB)=(X—-A)NM(X-B). 
同样 地 , 4 与 旦 的 交集 的 补 集 ,是 和 4 的 与 召 的 补 集 的 并 集 , 
KX-(4NB)=(X-A U(X-B). 
于 是 下 而 四 个 关于 闭 集 的 定理 ， 对 应 于 那些 关于 开 集 已 证 明 
的 定理 。 关 于 两 个 开 集 的 六 集 定理 , 给 出 对 偶 


定理 4.1 车 4 与 吾 都 是 写 的 闭 集 ， 则 它们 的 并 集 
40U 好 是 驻 的 一 个 闭 集 。 立 的 任意 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 下 
的 一 个 闭 集 . 


要 获得 乡 与 总 者 是 开 集 的 对 个 命题, 只 需要 注意 到 用 与 
® 5 . 


写 在 总 中 互 为 补 集 ， 王 一 0 一生， 面 天 一 天 一 分 


: 定理 和 .2 空 集 8 与 X 自身 这 两 个 集合 ， 既 都 是 的 
开 集 , 又 都 是 苹 的 闭 集 . 


于 的 一 个 开 集 通常 不 是 了 的 一 个 闭 集 , 反 过 来 也 一 样 。 
在 第 7 节 中 将 对 于 邯 中 的 、 既 开 且 闭 的 子 集 进行 仔细 研究 ，，. 
“” 关于 任意 多 个 开 集 的 并 集 的 定理 , 给 出 它 的 对 侦 


”定理 4.3 了 的 任意 多 个 (有 限 多 个 或 元 穷 多 个 ) 闭 集 . 
的 交集 ,是 并 的 一 个 闭 集 . 
定理 4.4(X 的 开 集 族 是 对 自身 与 到 的 开 集 的 交集 
族 ) 的 对 候 命 是 是 


定理 .多 车 久 CRB"， 则 节 的 闭 集 族 就 是 卫 自 身 与 
B" 的 全 体 闭 集 的 交集 族 . 


设 4ACXC 妇 而 4 是 B" 的 闭 集 ; 则 本 定理 断言 4 内 子 
是 和 的 闭 集 . 因 4 他 =4, 得 

推论 设 和 是 8B" 的 一 个 闭 集 . 如 果 司 的 子 集 瑟 包 
含 4, 则 4 是 总 的 一 个 闭 集 . 

“不 要 认为 名 的 每 一 个 子 集 或 者 是 BR" 的 开 集 ,或 者 是 BR" 
的 闭 集 ; 许多 集合 两 者 都 不 是 ， 半 开 区 间 (a, 四 在 且 中 既 不 
是 开 集 又 不 是 闭 集 ，(&, 9] 的 异 于 5 的 任 一 点 wv, 就 有 某 一 
邻 域 属于 这 区 间 ， 另 一 方面 , 5 的 每 一 个 邻 域 包 含 着 (4, 如 
外 的 点 .在 图 4.2 的 例 中 , 内 部 了 加 上 4 的 单独 一 个 点 , 既 
sos86. 


不 是 尽 的 开 集 也 不 是 它 的 闭 集 .前 面 提 到 过 它 不 是 开 集 ， 
它 也 不 是 闭 集 , 因为 4 的 任 一 点 4 的 每 一 个 邻 域 W tw 7) 包 
含 品 的 点 。 但 是 由 检验 一 个 集合 为 闭 集 的 标准 , 它 的 补 集 的 
每 一 点 必 有 一 邻 域 不 与 它 相交 . 

现在 转 到 用 开 集 概念 来 前 述 荔 数 的 连续 性 . 闹 述 的 简 
易 , 已 足以 表明 将 来 研究 连续 问题 时 , 开 集 多 么 有 用 ， 


定理 和 .5 函数 .久生 -> 了 连续 的 充分 必要 条 件 是 了 的 
每 个 开 集 的 原 象 是 X 的 一 个 开 集 . 等 价 地 , 了 连续 的 充分 必 
要 条 件 是 了 的 每 个 闭 集 的 原 象 是 怠 的 一 个 闭 集 . 


回忆 第 3 节 中 函数 /连续 的 条 件 ， 对 于 每 个 zE 卫 与 每 
个 se>0, 存在 一 个 5>0, 使。 的 6 邻 域 的 象 属 于 fz 的 6 
邻 域 .现在 , 定理 中 的 条 件 是 ， 对 于 了 的 每 个 开 集 六 ,7 
是 了 的 开 集 ， 这 一 条 件 的 叙述 无 疑 地 比较 简单. 
要 证 明 这 定理 ， 先 没 了 连续 , 并 且 六 是 了 的 一 个 开 集 ， 
我 们 必须 证 明 ， 每 个 点 5EJ 广 :7 有 一 个 邻 域 属 于 广 :了 . 现 
在 fzEV, 而 且 广 是 了 的 开 集 ， 所 以 有 一 个 数 e>0 使 
N(fw, e 了)CV. 因 了 连续 , 存在 一 个 数 6>0, 使 N(%, 6, 
广 ) 的 了 象 在 入 (Jf%, e 了) 中 ， 从 而 在 六 中 .所 以 Nw, 3， 
之 ) CV, 而 这 就 证 明了 对 于 了 的 每 个 开 集 六 , 1 是 开 
为 证 充分 性 ， 设 1 具有 性 质 ， 对 于 了 的 每 一 个 开 集 六， 
了 是 开 集 ; 然后 证 明 f 连续 . 令 %EX, 并 令 e>0. N(fw, 
6 了 ) 是 了 的 一 个 开 集 ， 所 以 它 的 在 全 中 的 原 象 广 : (Jo 
6, 了 ) 是 子 的 开 集 记 D= 广 NOjoe 了 )、 因 wzED 并 且 
U 是 开 集 , % 有 某 邻 域 入 (zw, 3 革 )CU， 从 而 了 N(%w, 6, .下 ) 
e 7。 


CN(fw, e 了 )， 这 就 证 明了 /连续 ， 

已 经 证 明定 理 中 关于 开 集 的 部 分 、 关于 闭 集 的 对 偶 部 分 
是 下 列 事实 的 结果 ， 对 于 任意 函数 了 : 卫 -> 了 ,了 的 一 个 子 集 
4 的 原 象 在 总 中 的 补 集 即 4 在 了 中 的 补 集 的 原 象 ， 用 符号 
表示 ,对 于 每 个 子 集 4C 了 ， 

X-f 4=f 1(Y -4). 
这 公式 的 证 明 作 为 简短 的 练习 , 贸 给 读者 . 让 我 们 承认 这 个 
公式 ,并 设 连续 以 及 44 是 了 的 闭 集 , 从 而 了 一 4 是 了 的 开 
集 : 由 定理 的 第 一 部 分 , f"( 了 一 4) 是 耳 的 开 集 ， 它 在 六 
中 的 补 集 因 而 是 对 的 闭 集 ， 上述 公式 告诉 我 们 , 这 个 补 集 是 
f+4; 因而 了 ?4 是 节 的 闭 集 . 

为 着 完成 本 定理 的 证 明 ， 再 设 每 个 闭 集 的 原 象 是 一 个 
闭 集 . 设 4 是 了 的 一 个 开 集 ， 则 了 一 4 是 了 的 闭 集 ， 因 此 
f™(7 一 4) 是 尽 的 闭 集 . 所 以 它 的 在 邯 中 的 补 集 是 了 的 
开 集 .上述 公 式 说 这 补 集 就 是 广 :4 于是， 对 于 每 个 开 集 
4 f°14 是 开 集 . 所 以 了 连续 ， 这 就 完成 了 证 明 ， 


定理 4.6 若 f:X > 了 与 9: ->2 都 是 连续 函数 ， 则 它 
们 的 复合 函数 好 :下 一 2 也 连续 ， 


令 克 为 的 一 个 开 集 ， 因 9g 连续， 前 一 个 定理 断言 
9g "WW 是 了 的 一 个 开 集 . 又 因 了 连续 , 它 断 言 ，f71(g" 歼 ) 是 
苹 的 一 个 开 集 . 留 给 读者 来 证 明 ”> 
Gg"W=f "(9 W), 
作为 简短 的 练习 。 “(看 习 题 3.8 的 答案 .) 于 是 ， 对 于 . 乡 的 每 
个 开 集 下 证 明了 (9f)“W 是 开 集 . 根据 前 面 的 定理 ， 这 就 说 
明 gf 连续， : 


e 8。 


在 后 继 的 各 节 中 经 常用 “一 个 空间 XX” 的 说 法 。 虽然 训 


无 例外 地 , 入 还 是 某 个 Br 的 子 集 ; 但 是 ,我 们 的 观点 是 ,只 提 
全 的 点 与 互 的 开 集 ， 不 问 周围 的 空间 RB". 这 叫做 内 功 的 观 


请 读者 复习 本 节 中 的 定义 与 定理 ， 并 且 注 意 除 定理 4.4 


与 4.4 外 , 所 用 的 都 是 内 蕴 言 词 。 在 第 8 节 中 将 讨论 这 个 观 


Sn 


”全 令 4 表示 如 的 下 列 开 区 间 族 ， 


习 题 


车 XX 只 有 有 限 个 点 ， 证 明了 的 每 个 子 集 既 是 民 的 开 集 又 是 民 的 


闭 集 . 


. 令 荆 是 色 中 的 一 条 直线 ,并且 是 工 的 一 个 开 区 间 ; 求 出 到 的 


一 个 开 集 使 FNL=U, 


. 令 也 表示 如 的 圆 片 , 即 D={(z, y)|z?+ 妨 < 了 求 也 的 最 大 的 


子 集 ,并 且 是 加 的 开 集 . 


， 举 出 到 中 一 个 闭 集 的 例子 ， 当 它 的 一 个 点 被 副 去 时 ， 它 就 变 为 开 . 


集 . 


: 党 出 一 个 例子 来 表明 。 两 个 集合 的 并 集 的 补 集 ， 不 是 它们 的 补 集 的 ， 


并 集 . 


2 举 出 一 个 例子 来 表明 ， 两 个 开 信 全 的 并 集 人 是 开 集 (提示 考 
:" 砌 灶 开 区 闻 ;). 
.车 XE YE B®, 证 明 玉 的 每 一 个 下 集 是 x 自身 与 了 的 并 人 7 vy 


的 交集 XNT. 


， 呈 ， 
n=(-1, 1), ~(- 二 ， 二 os 
_- ~(-i i) 对 于 a 一 
般 ~(- 土 , 土 )， 对 于 a=l 2 3,… 


证 明 所 有 这 些 开 集 的 交集 ,不 是 五 的 开 集 . 


“ 举 出 一 个 映射 了 ;XX 一 了 与 一 个 集合 4c 开 的 例子 ,使 


e 239。 


了 一 f4 与 作 立 一 4) 不 同 . 
10. 证 明 ， 对 于 任意 函数 XX-> 卫 了 的 一 个 集合 4 的 原 象 的 在 三 中 
的 补 集 , 就 是 这 集合 4 的 在 了 中 的 补 集 的 原 象 ; 即 
X-f IA~f (YA), , 
姬 ,证明 XX 的 每 个 开 集 是 卫 的 菜 邻 域 族 的 并 集 。 


5. 实数 系 的 完全 性 


本 节 的 要 点 是 论述 ， 存 在 着 足够 多 的 实数 . 更 仔细 地 
说 ， 如 果 把 实数 看 作 是 能 用 十 进 制 小 数 (位 数 有 限 或 无 穷 多 ) 
表示 出 来 的 数 , 则 实数 已 足够 完全 填 满 我 们 的 数 直线 . 

数学 史记 载 着 数 系 不 断 发 展 的 过 程 . 首先 , 史前 的 人 类 
用 一 、 二 、 三 .与 多 来 计数 ， 接 着 是 正 整数 的 无 穷 序列 的 概念 ， 
连同 它们 的 名 称 与 缩写 的 记号 ， 其 次 出 现 分 数 或 有 理 数 ， 接 
着 是 代数 方程 的 “ 根 ?或 代数 数 , 然后 是 零 与 负数 , 最 后 是 超越 
数 t.。 

在 各 个 阶段 中 , 某 些 使 用 到 数 的 人 , 逐渐 意识 到 他 们 所 了 
解 的 数 的 概念 有 缺陷 , 已 不 够 用 .几经 党 试 以 后 , 他 们 终于 成 
功 地 创造 了 新 的 数 ; 把 新 数 与 旧 数 合 在 一 起 , 就 弥补 了 那 种 缺 
陷 . 弧 大 多 数 人 都 充分 地 了 解 我 们 需要 整数 与 有 理 数 以 及 它 


们 的 负数 与 零 ， 很 好 地 了 解 到 为 什么 这 些 还 不 够 的 人 就 少 
些 。 


Pythagoras 学 派 首先 发 现 V/ 豆 不 是 一 个 有 理 数 ; 明确 她 

说 , 即 没有 一 个 分 数 , 它 的 平方 是 2. 这 里 是 欧 几 里 得 的 证 明 ， 

用 反 证 法 , 设 m/w 是 一 个 分 数 ， 它 的 平方 为 2、 实际 能 假设 

1 关于 数 的 概念 的 发 展 的 详细 论述 ， 见 < 新 数学 丛书 > 中 的 第 一 卷 ，Ivan 
Niven 的 : Numbers: Rational and Irrational. 


e LO 。 


m/n 是 既 约 分 数 , 就 是 说 : m 与 mn 没有 不 等 于 1 的 整数 的 公 因 
数 . 特别 是 , 它们 都 不 会 同 是 偶数 (所 有 的 公 因 数 2 等 都 已 被 
“消去 ”)。 把 等 式 (m/m)，=2 写成 mw2=2n, 这 就 说 明 m2? 是 
一 个 偶 整 数 . 现在 ,一 个 奇 整数 的 平方 仍 是 奇数 ， 
2rdr tdr+1l=2(27 二 27) 二 1, 

因 m2 是 偶数 ,从 而 mw 是 偶数 ， 所 以 m 一 2%, 其 中 是 某 个 整 
数 . 把 m4 的 这 个 值 代入 m=2m 中 ， 变 成 483=2r2， 即 芒 == 
2 如 ， 这 表示 吉 是 偶数 ,因而 ww 是 偶数 . 于是, m 与 都 是 侦 
数 , 与 m/n 为 既 约 分 数 的 事实 矛盾 .这 了 矛盾 表明 了 不 存在 平 
方 是 2 的 分 数 . 

因为 Pythagoras 学 派 的 人 都 是 几何 学 省 ， 他 们 和 需要 V2 
这 个 数 。 他 们 从 长 度 为 了 的 一 线段 出 发 ,利用 直 尺 与 圆规 ， 可 
以 作 一 个 边 长 为 @ 的 正方 形 。 由 勾 股 定理 , 对 角 线 的 长 应 为 
V2d. 

用 下 面 的 方法 来 想象 数 系 的 逐步 发 展 、 用 一 条 直线 工 
与 也 上 叫做 0 与 工 的 两 个 点 开始 ， 人 们 能 利用 圆规 挨个 儿 标 
出 其 余 的 整数 点 2 8,… 与 一 1, 一 2,…. 利用 另 一 个 涉及 作 畏 
助 线 的 作 图 法 , 能 把 每 个 区 间 [mw, n 十 二 按 所 要 求 的 分 成 许多 
等 份 于 是 ,从 0 与 两 点 开始 ， 工 上 的 、 的 有 再。 的 
点 ,都 能 作出 来 . i 

现在 ;在 工 上 稠密 地 散布 着 有 理 点 (机 内 的 意义 是 指 ， 两 
个 这 样 的 点 之 间 还 均匀 地 散布 着 无 穷 多 这 样 的 点 )。 容易 理 
解 人 们 会 从 而 不 知 不 觉 地 设想 这 些 有 理 点 就 是 卫 上 的 所 有 
的 点 。 但 是 , Pythagoras 学 派 的 人 发 现 ， 边 长 为 1 的 正方 形 
的 对 角 线 , 将 它 在 工 上 标 出 时 (图 5.1) 所 得 的 点 V2, 却 不 是 
这 些 有 理 点 中 的 一 个 。 这 个 发 现 对 于 发 现 者 该 是 怎样 一 个 震 
动 阿 ! 这 促使 人 们 创造 新 的 数 ， 与 由 这 种 几何 作 图 所 产生 的 


es 41。 


. 图 5.1 
上 的 新 点 相对 应 ， 

不 堆 , 有理数 平方 根 的 发 现 , 仍 没有 给 出 足够 的 数 ， 三 等 
分 一 个 角 或 两 倍 一 个 立方 体 需 要 取 有 理 数 的 立方 根 ， 而 这 些 
经 常 不 是 有 理 数 的 平方 根 ， 所 以 数学 家 被 迫 去 创造 有 理 数 的 
% 次 根 以 及 甚至 于 更 多 的 代数 数 。 代 数 数 是 整 系数 多 项 式 方 


程 的 根 . 

约 在 一 百年 以 前 人 们 发 现代 数 数 还 不 够 ; 就 是 说 , 数 直 线 
上 还 有 点 不 跟 代 数 数 相对 应 .特别 是 , 曾经 证 明 严 这 个 数 (一 
个 圈 的 圆周 与 它 的 直径 之 比 ) 不 是 一 个 代数 数 . 人 们 不 禁 要 
间 : 这 个 发 展 过程 有 没有 终止 的 时 候 ; 如 果 有 ， 什么 时 个 结 
更 ? 

“十进制 与 数 的 十 渤 小 数 展 开 的 发 展 赋予 这 些 疝 题记 企 
新 的 观点 . 就 已 被 创造 出 的 所 有 的 数 而 论 ， 它 们 都 能 用 和 宅 们 . 
的 小 数 展 开 式 来 表示 ， 应 该 着 重 指 出 ;有 理 数 的 绝 典 多 数 
盘 及 所 有 其 它 的 数 都 有 无 终止 的 小 数 展 于 式 。 在 这 阶段 , 阴 
然 地 会 想到 把 事情 倒 过 来 看 ; 采取 下 述 看 法 ; 任 一 小 数 展开 式 
代表 一 个 实数 ， 那 就 是 说 , 可 以 把 实数 集合 五 定义 为 小 数 展 
开 式 的 集合 .( 依 惯例 约定 ， 把 后 面 都 是 九 的 小 数 展开 式 上 
后 商都 是 零 的 展开 式 看 作 是 同 一 个 数 ， 例 如 3.26999… 一 
3.27000…, ) 这 实际 正 是 我 们 亡 杰 作 的 .要 说 明 这 定义 正确 ， 
了 9。 


我 们 必须 表明 它 终止 了 创造 新 数 ; 集合 忆 的 数 完全 计 满 了 数 

必须 解释 “ 填 满 这 直线 ”的 意义 . 回忆 求 平方 根 例 如 M3 
的 标准 方法 . 从 几何 图 形 看 ,这 是 用 方程 y= 作 的 图 象 ,并 试 
着 去 确定 它 与 水 平 线 y 一 2 的 交点 的 横 坐标 ( 见 图 5.2)， 首 
先 检 验 头 几 个 整数 , 看 出 二 =i 太 小 , 而 23=4 又 太 大 , 若 z 
从 一 个 正 数 递增 到 另 一 个 , 它 的 平方 也 随 闭 增加. 这 个 事实 
告诉 我 们 , V3 在 区 间 To= [1, 对 的 某 一 处 , 而 它 的 小 数 展开 
式 的 整数 部 分 是 1， 其 次 , 把 区 间 大 分 成 十 份 ， 并 计算 工 .0， 
.1, 1.2,…, 41.9, 2.0 各 数 的 平方 ， 找 到 .多 小 于 2 而 
(1.5)8 大 于 2. 于 是 V3 在 区 闻 五 = [1.4, 1 本 中 ;而 3 
的 小 数 展 开 式 的 开头 是 1.4. 再 把 五 分 成 十 等 份 ,检验 每 个 分 
点 的 平方 数 而 找到 V2 在 区 间 了 = 以 . 入 ,1.42] 之 内 ， 这 
样 继 续 下 去 ， 就 确定 出 一 个 无 穷 区 间 序 列 TD 万 TD …> 
I 习 …, 挤 近 在 V3 处 ，( 汪 是 C 的 反 向 ， 而 “4 二 B” 读 作 
“4 包含 了) 每 一 个 区 间 是 它 前 一 个 的 十 ; 分 之 一 ,而 V3 的 
小 数 展开 式 能 从 区 间 的 左 端点 的 小 数 展开 式 读 出 来 , 先是 4， 
然后 是 1.4, 再 后 是 1. 生 ,等 等 . 

设想 一 个 类 似 的 ， 但 更 普遍 的 问题 ， 不 限于 考 虚 yw? 
而 考虑 9 一 Jo， 其 中 了 是 任 一 连续 函数 ， 它 随 zx 的 递增 而 递 
增 ; 并 且 不 限于 找 一 数 ”使 党 =2， 而 求解 方程 名 =5， 其 中 
2 是 某 个 已 知 数 . 车 能 找 出 一 个 起 始 的 区 间 = tm, n+ 二， 
使 fn<b 而 .fn 十 T >0， 那 就 能 进行 一 再 十 等 分 区 间 的 步 
又 ,这 给 出 一 个 无 穷 的 区 闻 序 列 瑟 二 六 二 已 >, 正 
如 找 V 3 这 个 数 的 情形 一 样 ， 综合 这 些 区 间 左 端点 的 小 数 展 
开 式 , 能 得 出 一 个 数 a 的 小 数 展开 式 , 数 a 在 每 一 个 这 种 区 间 
中 ,所 以 应 该 是 我 们 的 问题 ,fe=5 的 一 个 解 , 这 就 强 有 力 地 提 

e 区。 


示 出 如 下 的 结论 ， 如 果 我 们 同意 每 个 小 数 展 开 式 确定 一 个 实 
数 , 那 就 有 足够 多 的 实数 “来 解 出 上 述 类 型 的 任何 问题 . 

现在 我 们 来 提出 与 证 明 一 个 定理 ， 确 切 地 重 述 前 面 的 思 
想 . 


定义 ”实数 闭 区 间 的 一 个 无 穷 序列 fo， J, I 了, Ts,…， 
Zs … 叫做 一 个 收缩 序列 , 如 果 每 个 区 间 包 含 下 一 个 区 间 , 因 
而 包含 所 有 限 存 后 面 的 区 间 . 

To DT DTD OI, I.. 

一 个 收缩 序列 叫做 一 个 正则 收缩 序列 ， 车 J6= [m, m 十 起 是 
一 个 整数 mm 到 下 一 个 整数 m 十 1 的 闭 区 间 , 并 且 , 对 于 每 个 % 
> 了 是 To 的 十 等 分 中 的 一 个 区 间 . 于 是 五 是 了 的 十 
分 之 一 , I 是 五 的 十 分 之 一 ， 照 此 类 推 ， 五 的 长 度 是 10-" 


: ， 完 全 性 定理 “每 一 个 收缩 区 间 序列 有 一 个 公共 点 ， 就 是 
说 , 这 一 族 所 有 区 间 的 交集 是 非 空 的 


首先 考虑 正则 收缩 序列 的 情形 .对 于 每 个 mn=0, 工 2， 
…， 令 m 表 示 了 Ja 的 左 端 点 ， 于 是 co= 和 m 是 一 个 整数 ， 因 下 
的 长 度 是 10 ”7n 一 [Gn, Qn+10- J]. 把 Fr 分 成 十 等 分 的 
点 是 


Un—1, Qn-1 十 wm 了 Cn_1 十 Ey 3 8 
Qn-14 十 0 ;nl 一 这 。 
因 工 是 这 十 个 子 区 间 中 的 一 个 , 它 的 左 端点 应 该 是 
ks 
On Ani or 


edd。 


其 中 加 是 数字 0， 1, 2, 四 9 中 的 一 个 按照 这 种 方式 ， 这 
区 间 序 列 决定 一 个 整数 m 与 数字 的 一 个 无 穷 序列 加，hs,，…， 
如， …。 令 2 表示 实数 


br ha 
C= m+ Ts 十 … 士 JO" 十 


( 即 @ 的 小 数 必 并 式 是 m, kikoha.: 小 ， 因 


ks hb 
0 mt 各 + 区 TO0r +t +O"? 


显然 cv<c. 现在 en 十 本 与 6 的 小 数 展开 式 在 小 数 点 后 、 


第 % 位 小 数 以 前 的 数字 都 相同 但。 的 第 n 位 小 数 是 如 而 
2 十 1/10" 的 第 m” 位 小 数 是 加 十 1 Wad 


Ca<ssC<an 十 


jb 
这 些 不 等 式 断言 c€ 7,, 并 且 因为 对 每 个 整数 它们 都 成 立 ， 
从 而 o 在 序列 的 每 个 区 间 中 ， 于 是 在 所 有 区 闻 的 交集 中 ， 这 
就 证 明了 序列 是 正则 收缩 序列 时 的 定理 . 

现在 令 To I1,，… 是 任 一 收缩 序列 ; 令 To= [co， 5, li 
= fo 5，…, 一 般 ,五 = [oo 8s] ， 于 是 有 不 等 式 

GEMS Rah bo. 

选取 一 个 整数 7<ao 与 一 个 整数 sbo, 于 是 得 一 区 闻 了 = 
[wm 习 ， 它 包含 To 与 所 有 其 它 的 区 间 . 用 7 与 之 间 的 整 
数 ,把 区 间 工分 成 长 为 1 的 子 区 间 . 令 了 = [mw mm 十 菇 是 这 
样 一 个 子 区 间 , 它 的 起 点 m 前 面 只 有 有 限 多 个 a, (收缩 序列 
的 区 间 的 起 点 )， 而 所 有 的 oo 都 在 它 的 终点 m+1 前 面 ， 换 
名 话说 , 那些 确实 包含 序列 的 a， 的 、7e 的 子 区 间 中 , 廿 是 最 
靠 右 的 那 一 个 ,现在 把 二 分 成 十 等 份 , 而 令 五 = [eu 四 为 
三 的 这 样 一 个 子 区 间 , 使 得 仅 有 有 限 多 个 om 在 cx 前 面 , 而 所 
ee LO 。 


有 的 四 在 中 前 面 ， 再 把 五 分 成 十 等 份 ， 而 令 玉 = [oa，d] 
为 这 样 一 份 , 使 得 仅 有 有 限 多 个 os 在 oa 前 面 ,而 所 有 的 wm 在 
ds 前面。 继续 用 这 个 方式 以 致 于 对 每 个 n, 卫 = [few dn] 是 
卫 -1 的 十 分 之 一 份 , 并 且 仅 有 有 限 多 个 os 在 cs 前面 , 而 所 有 
的 0, 在 出 前 面 ， 因 序列 Io, 五, … 正则 收缩 , 所 有 这 些 区 间 
有 一 个 公共 点 ce。 于 是 ， 对 于 所 有 %， 有 cs<c< 太 ， 因 二 的 
长 度 是 10- ”有 wm<c<o 十 10 一 必 ， 所 以 
Co 二 IT10-” 与 cc 一 107<oa. 
我 们 要 证 明 ，cn<c< 加 对 于 每 个 ”都 成 立 。 用 反 证 法 . 

设 对 于 某 个 整数 入 有 c<an, 因 10 的 指数 无 限 止 地 增加 , 我 
们 总 能 找到 整数 %, 使 


10"> 1 


CC 一 CC 
在 这 些 之 中 ， 选取 一 个 大 于 立 的 整数 %; 对 这 样 一 个 %, 有 
mw>ow 与 10"> 一 1 


第 二 个 不 等 式 能 改写 成 ww 一 o>10 或 cv>c+10- 它 与 第 
一 个 不 等 式 合并 ,就 给 出 a,>c 十 10-*， 因 d 不 超过 c 十 107"， 
从 而 <as, 与 所 有 a 在 加 前 面 这 事实 相 矛 盾 ， 这 个 矛盾 
表明 对 于 所 有 的 mw on<e. 要 证 明 对 于 所 有 的 %, c<b， 还 用 
反 证 法 . 设 对 于 某 个 整数 妨 , 有 bn<c. 然后 一 b>0, 并 且 
能 选取 一 个 大 于 太 的 整数 使 


.10> 


> " 

然后 有 如 <Pby 与 10*<e~bxy， 合 并 这 些 就 给 出 如 <6 一 
10， 这 个 不 等 式 与 上 面 关 于 6 的 那 一 个 不 等 式 ( 即 e 一 10” 
6n) 兹 涵 着 5b, 二 cs。。 因 所 有 on 在 所 有 加 的 前 面 ， 这 个 六 < 
cs 说明 所 有 os 在 cs 前面。 这 是 一 个 了 矛盾， 从 而 得 e 和 如 对 
。46。 


六 | 


ww 全 


于 所 有 的 %. 这 证 明了 cE 对 于 所 有 的 %， 完 成 了 定理 的 证 

其 ., 

现在 我 们 已 能 确切 地 说 明 怎样 用 我 们 的 完全 性 定理 去 求 
解 本 节 开 始 时 所 讨论 的 类 型 的 方程 ， 但 所 有 这 些 都 是 第 一 编 
的 主要 定理 ( 见 第 工 节 ) 的 推论 | 所 以 我 们 宁可 继续 来 完成 这 
主要 定理 的 证 明 . 

习 题 

1. 证 明 W 3 不 是 有 理 数 .[ 提 示 ， 证 明 一 个 整数 的 平方 能 被 3 除 尽 
时 , 该 数 本 身 也 能 被 3 除 尽 ; 或 等 价 地 ,证 明 一 个 不 能 被 3 除 尽 的 
整数 ( 即 3 十 1 或 34 二 2 的 形式 ), 其 平方 也 不 能 被 3 除 尽 .] 

2. 利用 每 个 整数 分 解 成 质 因数 航 积 的 唯一 性 定理 , 给 出 方程 322 一 on? 
没有 整数 解 (m, %) 这 命题 的 另 一 个 证 明 . 《提示 : 比较 等 式 左 右 
两 边 质 因数 2 的 个 数 , ) 

3. 利用 证 明 202 一 mz? 没有 整数 解 《借助 于 质 因子 5 只 此 定理 ) 
来 证 明 ' 区 3 不 是 一 个 有 理 数 . 

4. 证 明 方程 坊 ~2x? 除 (0, 0) 外 没有 zx, y 的 有 理 数 解 。 

5. 证 明 不 存在 整数 加 m 与 % 使 得 

. [人 二 mV /n=2. 

6. 若 8=ali+ao 十 as 十 … 是 一 个 无 穷 级 数 , 有 限 租 ， 

,So=0, 人 一 二 dt， 一 01 十 0Q3，…， S» =01+ 9t + Ap, “0. 
叫做 级 数 的 部 4 分 和 。 说 明 无 穷 级 数 


1 四 

字 + 认 一 (到 Fe 

“的 部 分 和 怎样 决定 区 间 的 一 个 正则 收缩 序列 .级 数 的 和 是 什么 ? 
7， 证明 无 穷 级 数 


的 部 分 和 怎样 决定 区 间 的 一 个 收缩 序列 ， 这 些 区 间 的 交集 是 级 数 
的 和 ， 这 个 和 是 什么 ? 


s 51 8 


Boe] 


.对 129.27/8.41 作 长 除法 , 说 明 怎 样 从 长 除法 的 过 程 效 得 区 间 的 一 
个 正则 收缩 序列 . 
. 利用 收缩 区 间 方 法 求 出 以 东 到 小 数 第 二 位 . 
10. 证 明 每 个 开 区 间 (a 5) 包 含 一 个 有 理 数 并 且 也 包含 一 个 无 理 数 ,其 
中 a<b。 表明 全 体 有 理 数 的 集合 8 在 五 中 既 不 是 闭 的 也 不 是 开 
的 ， 
11. 证 明 Dedekind 关于 实数 的 “切割 "定理 ， 如 果 4 与 也 是 对 的 两 个 
非 空子 集 使 一 4UB, 并 且 4 的 每 个 数 小 于 五 的 每 个 数 , 则 存在 
一 个 实数 , 它 或 者 是 4 的 最 大 数 ,或 者 是 的 最 小 数 ， 


Ke 


6. 紧 致 性 


如 果 B" 的 一 个 子 集 革 被 包含 在 某 个 足够 大 的 球 中 ; 也 
就 是 ,如 果 有 一 个 点 m6 与 一 个 数 7>>0 使 卫 CN (wo, 门 ,我 们 
就 说 祥 是 有 界 的 ， 线 段 , 贺 、 球 ,三 角形 等 等 都 是 有 界 集 的 例 
子 . 线 、 半 线 . 射 线 . 平 面 、R? 中 圆 的 外 部 、 全 部 空间 BR" 以 及 
有 理 数 都 是 无 界 集 的 例子 。 直 观 地 说 ,一 个 集合 , 如果 沿 着 它 
能 够 一 直 走 向 无 穷 , 这 个 集合 就 是 无 界 的 . 

2B” 的 任 一 子 集 ,如果 它 既 是 BR" 的 闭 子 集 又 是 有 界 子 
集 , 它 就 具有 下 述 最 重要 而 又 值得 注意 的 性 质 ,对 于 任何 连续 
映射 f/; 卫 >R", 象 集 f 屯 也 闭 而 有 界 ， 本 节 主 要 目的 就 是 
证 明 这 个 事实 。 这 证 明 有 点 曲折 ,不 是 那么 直接 ; 它 的 历史 发 
展开 始 于 Qauohy (1789 一 1857) 的 工作 , 经历 过 许多 阶段 ， 特 
别 是 , 它 列 涵 着 Bolzano-~Weierstrass 定理 与 Heine-Borel 定 
理 这 些 分 析 学 中 常 引用 的 命题 . 

在 将 要 给 出 的 证 明 中 ， 我 们 首先 要 表明 闭 而 有 界 这 性 质 
等 价 于 另 一 个 叫做 “ 紧 致 ”的 性 质 ， 这 是 论证 的 主要 部 分 ， 一 
旦 这 个 完成 了 ,就 容易 表明 ;只 要 于 紧 致 而 且 . 连 续 , fX 就 
。48 。 


紧 致 ， 我 们 将 通过 展示 无 界 集 与 非 闭 集 的 一 个 共同 性 质 , 来 
引进 紧 致 的 定义 。 

令 卫 为 如 的 一 个 无 界 子 集 ,而 m 为 B? 的 一 点 。 想 象 
下 面 这 邻 域 术 (woy 7) 的 序列 , 其 中 7? 取 7 一 1, 2, 3, … 等 值 . 
这 些 邻 域 形成 开 集 的 一 个 扩张 序列 , 其 并 集 是 整个 Rn， 因为 
对 于 每 一 个 “E BR"， 其 距离 4(o，zo) 小 于 某 个 足够 大 的 整数 
7。 因此， 交集 下凡 (wo, 7)， 7 一 1 2, 3, …, 形成 互 的 开 
集 的 一 个 扩张 序列 , 它们 的 并 集 是 整个 卫 ; 但 且 不 等 于 这 些 
开 集 的 任 一 个 ， 因 为 下 无 界 . 此 外 , 于 不 包含 在 任何 有 限 个 
这 些 开 集 的 并 集 之 中 , 因为 它们 的 并 集 正 好 是 最 大 的 那 一 个 . 

现在 令 开 为 至 " 的 一 个 有 界 但 非 闭 的 子 集 [这 种 互 揭 
一 个 特例 是 [0, 了), 一 一 译 者 ]; 则 在 下 的 补 集 BR" 一 五 中 有 某 
个 点 4 使 得 每 一 个 邻 域 W(W， 作 包含 并 的 点 (看 第 4 节 中 闭 
集 的 定义 )，[ 并 看 特例 下 = [0, ,从 而 y= 一 一 译 者 ] 对 
于 每 个 整数 天 一 二 2, 8,…, 令 Us 为 以 9 为 中 心 以 I/ 为 举 
径 的 图 的 外 部 , 每 个 Ts 是 Be 的 一 个 开 集 , 因为 如 果 wsEUw， 
则 六 Go lw, 9) 一 1/ 有 ) 是 2 的 一 个 邻 域 被 包含 在 Us 中，U 
形成 一 个 扩张 的 序列 CDsC…, 而 且 它们 的 并 集 是 y 的 
补 集 , 因为 对 于 每 个 点 "六 W， 存在 着 一 个 使 得 (1/b) <d(%， 
奶 ， 从 而 交集 玉 NUs [在 特例 ， 下 = [0, 1) 与 y 一 {时 ， 
NUs= [0, 1/ 和 )， 一 一 译 者 ] 形 成 互 的 开 集 的 一 个 扩张 序 
列 ,它们 的 并 集 是 整个 及 ;但 对 并 不 等 于 这 些 集 合 的 任 一 个 ， 
因为 每 一 个 六 (% 1/b) 包含 的 点 ， 此 外 ,了 不 在 有 限 个 
这 些 集合 的 并 集中 , 因为 它们 的 并 集 正好 是 最 太 的 那 一 个 . 

于 是 ， 如 果 之 是 无 界 的 或 非 闭 的 ， 我 们 能 在 了 X 中 找到 
奖 的 开 集 的 一 个 扩张 序列 ， 其 并 集 为 全， 但 X 却 不 是 其 中 
任意 有 限 个 开 集 的 并 集 。 这 就 引导 出 紧 致 性 的 定义 。 不 过 首 

as 4。 


先 , 我们 需要 “ 开 覆 益 ” 的 定义 


定义 令 瑟 为 如 的 一 个 子 集 。 如 果 "的 一 些 子 集 的 
并 集 包 含 至 , 这 些 子 集 所 形成 的 族 O, 叫做 互 的 一 个 覆盖 ; 
就 是 说 ， 下 的 每 一 点 至 少 在 0 的 一 个 元 素 中 ， 于 的 一 个 履 
履 叫做 有 限 的 ， 如 果 O 的 元 素 的 个 数 有 限 ， 了 的 一 个 覆 
盖 C 叫做 包含 了 的 一 个 覆盖 D， 如 果 DD 的 每 一 元 素 也 是 0 
的 一 个 元 素 ,[D 也 叫做 O 的 一 个 子 覆 盖 . 一 一 译 者 .] 了 的 一 
个 覆盖 叫做 了 的 一 个 开 履 盖 ， 如 果 和 覆盖 的 每 一 元 素 是 下 的 
[注意 ， 这 里 的 “了 的 ”这 两 个 字 ! 一 一 译 者 ] 一 个 开 集 ， 最 
后 , 空间 邯 叫做 紧 致 的 , 如 果 下 的 每 一 个 开 和 覆盖 包含 耳 的 
一 个 有 限 覆 善 ; 那 就 是 说 ,能 从 并 的 开 集 的 任何 无 穷 族 ( 其 并 
集 是 并 ), 挑选 出 一 个 有 限 的 子 族 , 其 并 集 也 是 瑟 ， 

如 果 对 在 如 中 是 无 界 的 或 非 闭 的, 上 面 作出 的 开 集 的 
扩张 序列 是 了 的 一 个 开 覆 盖 . 它们 的 任意 有 限 个 的 并 集 就 
是 其 中 最 大 的 那 一 个 ， 因 为 它们 中 没有 一 个 是 天 的 全 部 ,从 
而 它们 之 中 任何 有 限 个 都 不 能 覆盖 住 互 ; 因而 民 不 是 紧 臻 
的 .现在 把 已 得 的 这 些 结果 [ 即 Rm 的 一 个 无 界 的 或 非 闭 的 
子 集 必然 不 是 紧 致 的 ;一 一 译 者 ]， 正面 地 扳 述 成 下 面 的 定理 ， 


定理 6.1 如 的 每 一个 下 的 于 全 在 中 是 有 加 的 并 
且 是 闭 的 ， 


我 们 最 终 远 必须 证 胃 间 定理 ， Be? 的 每 个 闭 的 并 且 有 界 
的 子 集 是 紧 致 的 。 这 是 比较 困难 的 ,要 分 几 步 来 完成 ， ( 目 
前 ,只 有 那些 具有 有 限 个 点 的 集 显然 是 紧 致 的 , 因为 能 从 它 的 
任 一 覆盖 选取 包含 每 个 点 的 一 个 元 素 . ) 第 一 步 ， 区 间 是 第 一 
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Tp 


AN、 


入 


= 


个 但 并 非 不 重要 的 例子 ， 

实数 的 任何 一 个 闭 区 间 工 = [a, 四 是 紧 致 的 . 

用 反 证 法 ,假设 O 是 工 的 一 个 开 覆 盖 ， 而 它 没有 有 限 的 
子 覆盖 成 为 工 的 一 个 覆盖 , 然后 引出 矛盾 ， 在 这 个 假设 下 我 
们 要 作 区 间 的 一 个 收缩 序列 了 = 了 6 了 >I 汪 Ts 汪 … 使 每 个 区 间 
是 它 前 一 区 间 的 一 半 , 并 且 这 些 区 间 中 没有 一 个 被 0 的 一 个 
有 有限 子 覆盖 所 覆盖 。 然后 应 用 第 5 节 中 的 完全 性 定理 , 表明 
这 些 区 间 中 确实 有 一 个 I, 被 包含 在 C 的 一 个 单独 的 元 素 覆 
盖 着 , 这 是 个 矛盾 . 

为 着 作 收 缩 序列 , 我 们 注意 到 , 根据 假设 ，zo= 工 不 被 O 
有 限 地 覆盖 着 。Zo 的 中 点 把 工分 成 两 个 闭 区 间 廿 与 9, 它 
们 的 并 集 是 I6。 I6, I$ 中 至 少 有 一 个 不 被 0 有限 地 轿 善 着; 
因为 , 如 果 不 然 , O 包含 为 的 有 限 子 覆盖 0 与 十 的 0", 那 
么 OUO "会 是 To 的 有 限 覆 盖 。 选取 那 不 被 @ 有 限 地 覆盖 
着 的 五 的 一 半 , 并 且 叫 它 五 ，( 在 两 个 一 半 都 不 被 有 限 地 覆 
党 着 时 ， 选 取 右 边 的 一 半 ， 使 选择 确定 .) 现在 把 五 分 成 商 
半 , 并 照 前 进行 。 设 I6,I1，…， Ts-1 已 正式 作 好 , 我 们 象 上 
面 那样 论证 ， 因 为 Ty-_1 不 曾 被 O 有 限 地 覆盖 着 ,所 以 至 少 它 
的 一 半 不 被 0 有 限 地 覆盖 着 。 取 这 一 半 并 叫 它 I， 这 就 完 
成 了 存在 收缩 序列 的 归纳 证 明 . 

由 于 有 的 完全 性 ( 见 第 5 节 )， 存 在 着 一 个 点 “使 wT 
对 于 所 有 的 五 因 wEI 并 且 0 覆盖 着 T， 存 在 着 开 攻 盖 宫 
的 一 个 开 集 0, 使 ED， 因此 ,存在 着 一 个 数 *>0 使 VCw， 
7, 了 CU. 现在 区 间 

To, 1, …， Ty, ss 
包含 并 有 递减 的 长 度 
(6—a), Bb—a)/2, 1, (0~—a) /2, .. 
s S51。 


如 果 选 取 一 个 足够 大 的 五 使 (5 一 0) /<r, 那么 I 会 完全 位 
于 (wo 7, 了 ) 中 。 这 里 出 现 了 矛盾 ;存在 着 一 个 使 得 
IsCN(g, 7, TEU, 

所 以 I» 是 被 0 的 一 个 单独 元 素 口 覆盖 着 ， 可 是 我 们 序列 的 
每 一 个 区 间 又 不 以 C 的 任何 有 限 子 覆 六 为 覆盖 ， 这 个 矛盾 表 
明了 了 工 是 紧 致 的 . | 

在 开始 下 一 个 例子 以 前 ， 需 要 定义 B" 的 m 维 金子 B, 
设 对 于 61，2,…, m, 有 数 对 a<5,, 并 且 限 制 wz€ [oo 旭 ， 
即 so 和 sp 2B 就 是 B" 中 所 有 以 这 样 的 (wg1，%a，…*，%m) 
为 坐标 的 点 x 组 成 的 一 个 子 集 . 在 和 = 工时 , B 正 好 是 一 个 
闭 区 间 . 当 m=2 时 ，B 是 一 个 边 与 坐标 轴 平 行 的 长 方形 以 
及 它 的 内 部 。 当 m= 一 8 时, B 是 一 个 面 与 坐标 平面 平行 的 长 
方 盒子 以 及 它 的 内 部 . 

我 们 也 需要 能 将 这 仿 
子 召 再 分 成 较 小 的 盒子 


的 每 一 个 用 它 的 中 点 ct 分 
成 两 个 区 间 ; 所 分 成 的 每 
个 盒子 以 [a 霹 或 [or od 
图 6.1 作为 它 的 第 个 区 间 . 于 
是 ， 当 mw 一 2 时 长 方形 被 直线 四 一 ca 与 一 ca 分 成 4 一 2 个 
全 等 长 方形 , 它 的 各 边 长 是 B 的 对 应 边 长 的 一 半 ( 见 图 6.1), 
当 m 一 8 时 盒子 被 三 个 平面 1 一 01 oa 一 ca 与 2a= cs 分 成 8= 
2 个 全 等 的 盒子 ， 它 的 各 条 校长 是 召 的 对 应 楼 长 的 一 半 . 一 
般 , B 被 rw 个 超 平面 4 一 c=1, 2 …, m) 分 成 2" 个 全 等 
的 盒子 , 它 的 各 条 楼 长 是 B 的 相应 核 长 的 一 半 . 
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这 可 以 这 样 做 : 把 区 间 


Le, bd, %=1, 2, 机 


By 


[BE 


1 
| 
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任何 mm 维 盒子 召 是 紧 致 的 

二 里 风 次 将 信人 全 了 间 ) 时 的 方式 ， 用 
反 证 法 . 假设 C 是 B 的 一 个 开 覆 盖 , 而 它 没有 有 限 的 子 覆盖 
成 为 B 的 覆盖 . 我 们 六 作 全 了 的 个 收 纪 列 Bo, Bs, …， 
Bs, … 使 得 Bo 一 B， 其 中 没有 一 个 被 O 有 限 地 覆盖 着 , 并 且 
对 于 每 一 个 >>0,， Bs 是 Bx- 所 分 成 2?” 个 盒子 中 的 一 个 .由 
假设 ,Bo= 丰 税 号 有 限 地 被 盖 着 . 从 此 开始 我 们 序列 的 归 
纳 作 法 .假设 B6，B:,…， Br1 已 妥当 地 选 定 , 考虑 Bu 所 
oy 2” 个 盒子 . 如 果 每 一 个 会 被 0 的 一 个 有 限 的 子 覆 盖 

族 着 ， 那 么 这 些 2” 个 子 覆 盖 将 会 合并 为 0 的 一 个 有 限 的 

子 尖 和 盖 , 它 成 为 Bx-1 的 一 个 覆盖 .因为 这 不 可 能 ，Bu xz 的 这 
些 子 例 中 至 少 和 有 有 一 个 不 被 C 有 限 地 覆盖 着 . 后 是 这 样 一 
个 盒子 ， 这 就 完成 了 存在 着 序列 Bo，B1,，…，Bs, … 的 归纳 
证 肖 。( 图 6.1 说 明 m=2 时 的 头 三 步 ,》 

我 们 断言 ， 对 于 每 个 =1, 2, …, 存在 着 一 点 wE Bs 
为 了 说 明 这 个 , 考虑 盒 序列 在 第 6 坐标 轴 上 的 投影 ， 其 中 4= 
1, 2 …， 包 在 每 个 轴 上 的 投影 组 成 区 闻 的 一 个 收缩 序列 、 
令 必 为 在 第 《 宇 坐 标 轴 上 由 投影 形成 的 所 有 区 间 的 一 个 共同 
的 数 ， 于 是 ,对 于 所 有 的 有 BR” 中 坐标 是 (za， za， …，om) 的 
点 4% 是 BB 的 一 个 点 ， 因 为 z€B， 存 在 着 覆盖 0 的 一 个 开 
集 品 使 得 zEU。 因 而 有 一 个 数 +>>0 使 得 N(%, 7, B) CU. 
令 2 表 示 召 的 最 长 棱 边 的 长 度 ， 因 为 在 作 序 列 的 每 一 步骤 
中 所 有 的 棱 都 被 平分 ， 从 而 如 :的 最 长 楼 的 长 度 是 gf/ 是， 由 
勾 股 定理 , Bs 的 对 角 线 长 度 最 多 是 Vmd/2*， 取 一 个 足够 大 
的 整数 使 


> 是 MR 


2 


<<y， 


s 3 6 


从 而 右 BEN(z, 7, BCD; 
因此 Bs 被 包含 在 O 的 一 个 元 素 中 , 而 这 与 Bs 不 为 O 有 限 地 
覆盖 着 这 一 事实 相 予 盾 .， 我 们 的 假设 召 是 不 紧 致 的 已 经 引 
到 一 个 矛盾 ; 所 以 B 是 紧 致 的 . 

利用 下 面 这 一 有 用 的 命题 ， 可 将 能 被 证 明 为 紧 至 的 集 的 
族 大 为 扩大 。 


定理 6.2 如 果 节 是 一 个 紧 致 空间 [ 即 如 的 紧 子 集 . 
一 一 译 者 ]B 的 一 个 闭 子 集 , 则 总 是 紧 致 的 


”为 证 明 这 定理 , 取 三 的 任 一 开 履 盖 0, 并 扩大 的 每 个 
元 素 使 得 扩大 的 元 素 组 成 妞 的 一 个 开 覆 盖 0"， 然 后 , 利用 也 
的 紧 致 性 从 Of 挑选 一 有 限 的 子 覆 盖 ,学 且 丰 所 那 相应 的 未 扩 
大 的 元 素 组 成 所 寻找 的 王 的 有 限 的 覆盖 . 

对 于 蔷 的 开 覆 盖 O 的 每 一 个 元 案 D,， 令 U'=DU (B- 
专 ), 又 令 0' 表示 以 这 些 较 大 的 U' 为 元 素 的 族 . 首先 我 们 
要 表明 UV" 是 8B 的 二 个 开 集 . 一 点 nwEUD'; 或 在 DD 中 或 在 
B 一 XX 中 . :如果 wB- 卫 , 子 在 B 中 是 闭 集 的 假设 告诉 我 
们 ,存在 着 一 个 +>0 使 得 入 (w, 7, B)cC(B 一 六 )cU'， 如 果 
wsEU, 在 之 中 吕 U 是 开 集 这 事实 意 际 着 存在 一 一 个 #%>0 使 得 
Ne mm 下)CG， 因此 六 (o or DEVUB- X)= 2 :这 
就 证 明了 .UV 在 B 中 是 开 集 . | 

现在 令 Y 为 如 的 任 一 点 ; 或 VE 开 ， 或 vEB- 的 如 果 
yE 董 ， 则 对 于 某 个 EO, yE 如 ， 从 而 对 于 相应 的 UTEO’, 
EU 如 果 yE 8B 一 对 , 则 对 于 所 有 的 UEO', 有 yEU'， 所 
以 入 是 吾 的 一 个 开 覆 盖 ， 因 为 吾 是 紧 致 的 , 0' 的 有 限 个 元 
素 ， 和 党 如 U1，U，… 人 U4， 覆 盖 了 3， 因 此 也 覆盖 与 ， 从 而 C 
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的 相应 元 素 , 即 U1 Us; …，Uw 组 成 互 的 一 个 有 限 覆 盖 ; 对 

了 0 覆盖 着 的 立 的 每 一 个 点 也 被 U 覆盖 者 。 这 就 完成 
定理 的 证 明 . 

把 闭 的 并 且 有 办 的 集合 放 在 一 个 必 维 信子 ( 它 已 被 证 角 

是 紧 臻 的) 中， 然后 运用 定理 6.2, 就 能 证 明定 理 6.1 的 首 定 

理 . - - a 


定理 6.3 Rm 的 每 个 闭 的 并 且 有 界 的 子 集 是 紧 致 的 。 


令 革 在 BR" 中 为 闭 且 有 界 : 因 瑟 有 界 ， 就 有 一 个 点 
bE Bm 与 一 个 数 7+>0 使 得 下 CN(D, 7)， 令 BB 表示 中 心 在 
5 且 所 有 楼 的 长 都 等 于 27 的 m 维 盒子 ， 确 切 地 说 ， 如 果 本 
中 一 点 9 的 坐标 (Yi, …, Ym) 满足 
HT 
y 就 在 .B 中， 于 是 BB 包含 (5,7)， 所 以 =X 因此 
卫 几 B= 及 .而且 革 是 B 的 闭 集 ; 因 症 是 RB" 的 闭 集 ,根据 
定理 4.4, .PB 的 闭 集 族 就 是 B 自身 与 B" 的 闭 集 族 的 交集 
族 . 了 是 紧 致 的 这 所 求 的 结论 ， 现 在 是 前 面 定理 的 一 个 推 
对 于 B" 的 子 集 ， 紧 致 的 性 质 等 价 于 既 闭 而 且 有 界 的 性 
质 , 现在 已 完全 证 明了 。 这 就 已 准备 好 来 证 明 本 节 的 主要 命 
是 
定理 6.4 a; -如 果 下 是 一 个 紧 至 空间， 并 且 f: XY 是 过 
续 的 ; 则 象 A 是 紧 致 的 . 


证 明 令 O 〇 为 的 一 个 开 覆 盖 。 我们 需要 表明 C 包 


e I)» 


会 fX 的 一 有 限 覆 盖 ， 对 于 每 个 忆 EC， 考虑 原 象 广 W， 又 
令 0 为 全 体 这 些 原 象 所 形成 的 族 . 因为 了 连续 并 且 忆 是 
fX 的 一 个 开 集 ， 每 个 原 象 广 :V 是 祥 的 一 个 开 集 .对 于 每 
个 “EX, fs 在 某 个 UEO 中 ,因为 0 覆盖 fX; 所 以 4 在 对 
应 的 17"U 中 .于 是 .0' 是 子 的 一 个 开 覆 效 . 因 下 是 紧 至 
的 , 存在 着 C 的 一 有 限 子 族 D' 覆盖 着 了 .0 的 对 应 子 族 DD 
是 有 限 的 并 且 覆 盖 着 7; 因为 , 如 果 zE 太 :0 并 且 .JU 在 
DP’ 中 ,那么 fwEU, 这 里 口 在 卫 中 ， 于 是 0 包含 f 且 的 一 
有 限 覆 盖 . 这 就 完成 了 JJ 是 紧 致 的 证 明 . 

下 面 是 定理 6.4 的 直接 推论 . 

推论 如果 蒜 基 PB" 的 一 个 闲 的 并 且 有 界 的 集合 , 又 如 
果 f; 入 >B" 连 续 ， 则 了 X 是 的 一 个 闭 的 并 且 有 界 的 集 


合 . 


要 把 前 面 的 工作 联系 上 第 一 编 的 主要 目的 (证明 第 工 节 
的 定理 ), 我 们 必须 证 明 直 线 上 的 紧 致 集合 的 一 个 重要 性 质 。 


定理 6.6 实数 的 一 个 紧 致 的 非 空 集合 关 有 一 极 大 值 
与 一 极 小 值 ; 就 是 说 , 也 中 存在 着 数 m 与 内 ,使 得 和 是 并 中 
的 最 小 数 , 性 是 互 中 的 最 大 数 . 

“为 着 深刻 理解 这 结论 的 威力 , 先 君 一 些 例子 ， 首 先 ,全体 
实数 集合 五 没有 最 大 数 与 最 小 数 ， 实 际 上 , 数 的 任意 无 界 集 
了 一 定 不 会 有 一 个 极 大 值 或 一 个 极 小 值 ， 因 为 如 果 两 个 它 都 
有 , 那么 任意 兼 有 这 极 大 值 与 这 极 小 值 的 开 区 间 会 包含 了 的 
全 部 , 于 是 了 将 会 是 有 办 的。 其次; 还 存在 着 既 无 二 个 极 大 
值 也 无 一 个 极 小 值 的 有 界 集 ， 例如 一 个 开 区 间 (a, 分 就 是 既 
没有 一 个 最 大 数 也 没有 一 个 最 小 数 。 这 些 例子 表明 ， 要 获得 


ae S50 » 


定理 的 结论 , 我 们 必须 既 要 求 互 是 有 界 的 , 并 且 还 必须 增加 
某 些 不 为 开 区 闻 亡 满足 的 额外 条 件 ， 因 为 一 个 紧 致 的 集合 是 
既 闭 并 且 有 界 , 单单 这 紧 致 性 的 条 件 就 保证 了 有 界 ,并 且 排 斥 
了 开 区 间 ， 

让 我 们 继续 证 明定 理 . , 因为 也 是 紧 致 的 , 它 就 有 界 ; 因 
而 存在 着 一 个 包含 互 的 闭 区 间 Jo= [co，2o]. 我 们 来 造 一 个 
具有 下 列 性 质 的 区 间 的 收缩 序列 To， 厂 ， …，7Te， …， 每 个 区 
间 五 是 Is-z 的 一 半 ; 每 个 大 至 少 包含 文 的 一 个 点 ; 最 后 ， 
Lx 的 右 端点 bs 是 了 的 一 个 上 界 ,就 是 说 ,对 于 所 有 的 wT， 
我 们 有 w<9%, 8=0 1 2 …。 毫 无 疑问 含有 于 的 一 个 
点 ( 因 节 是 非 空 的 ), 并 且 加 是 互 的 一 个 上 界 ， 假定 已 妥当 
地 选取 了 Zo, I 了 …, Tx-i， 令 0 为 yi 一 [cz 加 本 的 中 
点 。 如 果 o 是 了 XY 的 一 个 上 界 , 取 五 = [ex_z, 0], 如 果 o 不 是 
一 个 上 界 ， 取 Is= [c,， 54-j。 在 两 种 情形 的 任 一 种 时 ，Zy 都 
具有 所 要 求 的 性 质 . 

.出 于 如 的 完全 性 ( 见 第 5 节 ), 存在 着 一 个 数 用, 使 得 对 
于 每 个 b=0, 1, 2, …, 有 性 ETy. 我 们 将 首先 证 明 放 属于 
之. 设 不 然 , 因 半 是 闭 集 , 补 集 马 一 下 就 是 开 集 ; 于 是 会 有 一 
个 *>0 使 得 (3 7) CR 一 及。 如 果 纪 表示 To 的 长 度 , 则 
五 的 长 度 是 4/2%， 对 于 一 个 充分 大 的 整数 我们 有 d/2*<< 
7, 所 以 三 包含 1 并 且 它 的 长 度 小 于 全 因而 

TCEN(M, 7)CR—X. 

这 与 每 个 I 含有 立 的 一 个 点 的 事实 相 了 矛盾 。 从 而 用 必须 
属于 六 . | 

现在 我 们 证 明 ， 必 是 下 的 最 大 数 . 假设 不 然 ， 就 会 有 
一 个 z€ 节 使 得 2 用， 取 7 一 w 一 代 ， 因 而 7>>0, 选取 一 个 
整数 使 其 数值 足 能 使 &2<yr。 因 为 用 EI 并且 的 长 
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度 小 于 7， 从 而 如 < .所 以 一 不 是 下 的 上 界 ， 但 在 造 区 间 
时 by 是 一 个 上 界 。 这 个 矛盾 证 明了 以 是 了 的 最 大 数 . 

存在 着 极 小 值 的 证 明 同 样 地 进行 ， 区 间 的 收缩 序列 是 这 
样 选取 的 , 使 每 个 区 间 包 含 了 的 某 个 点 ,并且 每 个 区 间 的 左 
端点 是 X 的 下 界 . 证 明 的 细节 留 给 读者 ， 运 用 由 .fw 一 一 w 
所 定义 的 映射 : 已 > 刀 ， 从 极 大 值 的 存在 也 能 得 出 极 小 值 的 
存在 .因为 五 是 紧 致 的 ,定理 6.4 断言 f 了 是 紧 臻 的， 然后 
fX 有 一 极 大 值 , 譬如 到， 从 而 .Pa 是 所 求 的 总 的 极 小 值 

本 节 最 后 的 定理 提供 了 第 1 节 中 主要 定理 的 部 分 结 


”定理 6.6 如 果 六 是 BR" 的 一 个 闭 的 .有 界 的 非 空子 集 ， 
又 知 果 f: -> 尼 是 定义 在 互 上 的 一 个 连续 的 实 信函 数 ,， 则 
象 有 一 极 大 值 好 与 一 极 小 值 m: 


因 耻 既 闭 并 且 有 界 , 它 就 是 紧 致 的 ， 因 及 是 紧 致 的 并 
且 j 连续 ， 象 区 就 是 紧 致 的 ， 因 J 是 紧 臻 的 又 是 实数 的 
非 空 集合 ,前面 的 定理 保证 了 .m 与 性 的 存在 . 这 就 完成 了 
证 明 ， 


.证明 一 个 有 办 入 的 任何 子 集 必 有 界 。 。 | 

证明 两 个 有 界 集 的 并 集 有 界 ， 并 证 明 有 限 个 有 界 集 的 并 集 有 界 。 

， 找 出 一 个 无 穷 序 列 , 其 元 素 都 是 有 界 集 , 但 元 素 的 并 集 是 无 界 集 : 

。 找 出 半 开 区 疗 X=[a, b) 的 开 子 集 TD Us, 0)y Do 的 一 个 扩 
张 序列 ， 这 些 开 子 集 的 并 集 是 了 ， 但 它们 中 没有 一 个 是 革 的 全 
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令 也 为 如 由 的 、 以 zz 为 中 心 -以 为 半径 的 圆 片 ; 即 

D={r ER?|ad(r, ro) <1}. 
把 前 一 习题 中 的 卫 =[&, 5) 改 成 卫 =DD 一 zo, 求解 这 改 后 的 习题 ， 
再 把 区 =[4, 5) 改 成 =D 一 yo， 这 里 的 go 使 4《yo, x0) =1, 求解 
这 改 后 的 习题 . 


， 令 六 为 闭 区 间 [0, 10] cB 说 明石 中 长 为 的 全 体 开 区 间 形 成 


习 的 一 个 覆盖 0, 找 出 0 的 一 个 有 限 的 子 族 ， 使 它 是 五 的 一 个 履 
盖 . 关 的 一 个 覆盖 中 至 少 有 多 少 个 这 样 的 区 间 ? 


令 2 表示 展 中 以 2 为 中 心 、 以 了 为 半径 的 国 . 对 于 单位 圆 上 的 


各 点 6c, 即 cE€0w 令 7。 为 01 的 .过 c 的 切线 .于 是 到 ZT 分 成 两 
个 开 的 半 平面 ; 令 UD。 为 不 包含 so 的 那 一 个 ， 证 明 对 于 所 有 的 
c E01 这 些 半 平面 7。 的 族 C 覆盖 01 的 外 部 ， 如 果 +>1 为 什么 
一 定 有 0 的 一 个 有 限 的 子 族 覆盖 Or? 对 于 +>2, 证 明 0, 能 被 C 
的 三 个 元 素 覆 盖 着 ， 而 不 是 两 个 .对 于 使 V3<r+<2 的 +， 证 明 
C. 能 被 C 的 4 个 元 素 覆 盖 着 ， 而 下 是 3 个 ， 对 于 使 2/V 可 <y< 
V3 的 +, 证 明 0, 能 被 0 的 6 个 元 素 覆 盖 着 , 而 不 是 4 个 介 于 
0 与 0 之 间 的 \ 开 的 \ 平 环 城 能 否 被 0 的 有 限 的 子 族 覆盖 着 9 《一 
个 平 环 是 介 于 两 个 同心 圆 之 间 的 环 .) 


. 耻 了 两 个 坚 臻 集合 的 并 集 是 一 个 紧 到 的 集合 。 同样 ， 全 有 限 个 


紧 致 的 集合 的 并 集 是 紧 致 的 。， . 本 
举例 说 明 ， 无 穷 多 个 紧 致 集合 的 并 集 可 以 不 是 紧 臻 的 


. 证明， 如 果 叉 是 紧 到 的 并 征 cY, 则 了 是 了 了 中 的 闭 集 ， 
. 找 出 有 理 数 集 的 这 样 一 个 有 界 子 集 叉 ， 它 是 8 中 的 闭 集 , 但 


却 不 包含 一 个 极 大 值 也 不 包含 一 个 极 小 值 . 


说明 对 于 每 个 正 整 数 存在 着 从 区 间 了 [一 1, 1 到 区 间 [ 一 % 


当 的 一 个 连续 满 映射 是 否 存在 着 从 了 到 整个 实数 直线 五 的 一 个 
连续 满 映射 9 构造 从 开 区 间 ( 一 1, 到 整个 直线 忆 的 一 个 连续 满 
映射 ; 
证 明 RE" 的 一 个 子 集 及 是 紧 致 的 ， 当 和 且 仅 当 : 久 的 由 Be 的 开 集 组 
成 的 每 一 个 覆盖 包含 一 个 有 限 覆 盖 。 

edI 。 


7. 连通 性 


为 了 证 明 第 一 编 的 主要 定理 ， 我 们 需要 闭 区 间 的 两 个 重 
要 拓扑 性 质 。 这 两 个 的 第 一 个 ， 紧 致 性 ， 已 在 第 6 节 中 研究 
了 。 现在 讨论 另 一 个 叫做 “连通 性 ”的 性 质 . 

有 些 空间 能 自然 地 分 成 两 部 分 或 更 多 的 部 分 ， 例如 , 两 
不 相交 直线 所 组 成 的 空间 能 分 成 两 条 直线 . 作为 另 一 个 例 
子 , 平面 中 圆 的 补 集 有 两 部 分 , 圆 的 内 部 与 圆 的 外 部 ， 再 者 ， 
如 果 p 是 直线 五 的 一 点 ,那么 工 中 jp 的 补 集 自然 是 由 p 决 定 
的 两 个 半 直 线 (p 的 挖 去 把 工 切 割 成 两 部 分 ). 

在 上 面 所 举 的 每 一 个 例 中 , 恰 出 现 一 种 自然 的 分 法 ， 有 
理 数 集合 @ 能 有 许多 种 分 法 .每 一 个 无 理 数 * 产 生 @ 的 一 
种 分 法 : 大 于 的 那些 有 理 数 的 部 分 与 小 于 w 的 那些 有 理 数 
的 部 分 .无理 数 集合 能 被 每 一 个 有 理 数 用 同样 方法 分 开 . 

另 一 方面 , 某 些 集合 不 能 以 任何 自然 方式 分 成 一 些 部 分 ， 
这 是 真 的 ,例如 ,一 直线 ,一 线段 ,一 平面 与 一 圆 片 . 

当然 强行 分 成 几 份 是 可 能 的 , 例如 ,如 果 工 是 区 间 [a, 妃 
并 且 如 果 6 是 一 个 数 使 得 a<c<5， 则 o 把 了 分 成 两 个 区 间 
[2, 与 [c, 妇 ， 不 过 ， 因 它们 都 有 共 阅 的 ce， 我 们 不 把 这 种 
分 法 看 成 一 种 妥当 的 分 法 ， 从 这 两 个 分 开 的 集合 之 一 删 去 
6 譬如 说 从 第 二 个 崎 去 c<， 我 们 就 获得 一 个 妥当 的 分 法 、 令 
4=[a, 与 B=(4, 8]; 则 4UB=7 与 4N.8-g， 我 们 不 
认为 了 的 这 种 分 法 或 “分 橡 ” 是 自然 的 。 因为 集合 在 点 ec 
处 “接触 "到 集合 4， 如果 我 们 也 从 4 删 去 6 来 避免 这 个 “ 接 
触 性 ”那么 4U Bz# 了 , 而 4UB 是 工 中 。 的 补 集 ; 因而 这 个 
例子 类 似 于 直线 工 中 一 点 p 的 补 集 的 例子 ， 


s O00 。 


我 们 需要 的 正确 概念 ,现在 叙述 于 下 ， 


定义 空间 子 的 一 个 分 离 是 及 的 一 对 非 空子 集 4 与 
B, 使 4UB~-X,， 4NB-p, 并 且 4 与 B 都 是 的 开 集 . 
没有 分 离 的 空间 叫做 连通 的 . 

例如 ， 考 虑 平面 中 一 个 图 C 的 补 集 瑟 ， 售 4 为 图 的 内 
部 ， 卫 为 圆 的 外 部 ; 就 是 说 ，4 包含 与 图 心 且 离 小 于 图 半 径 的 
所 有 点 ,而 卫 是 和 中 4 的 补 集 ， 一 个 分 离 的 条 件 易于 验证 ， 
区 中 4 与 了 都 是 开 集 这 一 事实 ， 。 
从 图 9. 工 中 是 显而易见 的 ，4 的 每 @ 
一 点 有 包含 在 4 中 的 一 邻 域 , 而 /C-) 
的 每 一 点 有 包含 在 中 的 一 令 域 ， ”， ) 。， 

令 荆 为 一 直线 ,p 为 荆 的 一 点 ， 
而 卫 为 工 中 p 的 补 集 . 令 4 为 一 
上 位 于 p 左边 的 点 的 集合 (看 图 
7.2),B 为 荆 上 位 于 p 右边 的 点 的 集合 ,此 外 4 的 镶 个 点 
有 一 邻 域 在 4 中, 同样, B 的 每 个 点 有 一 邻 域 在 卫 中 。 


A 8 
a p 
. i 图 7.2 . 
现在 回忆 区 间 7 了 = [c, 的 “强行 ?分 为 :4 一 [a, oj 与 至 
一 (co 四 的 分 隔 . 如 果 用 分 离 的 三 个 条 件 来 检验 , 我 们 发 现 除 
下 面 一 个 外 都 满足 。 4 在 了 中 不 是 开 集 ， 因 为 点 cG 冯 没有 
邻 域 完 全 在 4 中 ， 
这 些 预 备 性 的 考虑 说 明 ， 分 离 的 定义 与 连通 空间 的 定义 
精确 地 表达 出 我 们 心目 中 粗糙 的 几何 概念 ， 后 面 的 定理 将 穹 
"6 ， 


全 验证 这 些 定义 的 合理 性 

分 离 的 定义 能 改 用 若干 等 价 的 提 法 ， 因 为 4 与 召 在 子 
中 互 为 补 集 , 一 个 是 开 集 当 且 仅 当 另 一 个 是 闭 集 ， 于 是 能 同 
样 地 要 求 4 与 都 是 耻 中 的 闭 集 ， 我 们 也 可 以 不 管 B, 而 
说 X 的 一 个 分 离 是 了 的 一 个 子 集 4, 它 既是 了 的 一 个 开 集 
又 是 互 的 一 个 闭 集 , 并且 它 既 不 是 空 集 又 不 是 下 ,从 而 它 在 
X 中 的 补 集 B 有 同样 性 质 ， Ga 住 ,9 与 六 在 们 中 都 皮 是 
开 的 又 是 闭 的 .》 

这 样 ,下 而 的 任何 一 个 都 可 以 作为 空间 的 一 个 分 离 4 
与 B 的 定义 ， 

1. 4 与 都 是 环 的 非 空子 集 使 得 4UB= xX, ANB 
一 外 并 且 4 与 B 在 于 中 都 是 开 的 ， 

2. 4 与 8 都 是 了 的 非 空 子 集 使 得 4UB= 开 ANB 
=p, 并 且 4 与 B 在 了 中 都 是 闭 的 ; 
”3. 4 是 互 的 一 个 子 集 ， 它 既 是 五 的 一 个 开 集 又 是 了 
的 一 个 闭 集 , 并 且 它 坚 不 是 信也 不 是 至. 

证 明 一 个 空间 不 连通 , 往往 比 证 明 它 连通 容易 ， 在 第 一 
种 情形 ， 我 们 只 需要 举 出 一 个 分 离 ， 并 且 验 证 它 确 是 一 个 分 
离 ， 而 在 第 二 种 情形 ， 则 必须 顾 到 互 的 除 1 与 和 以 外 的 所 
有 开 集 ， 即 证 明 每 一 个 这 样 的 开 集 不 是 有 中 的 闭 集 ， 下 列 
定 再 不 仅 证 明 某 些 简 单 的 空间 是 连通 的 并 且 也 提供 了 验证 
任 多 空间 过 通 作 的 技巧 


.定理 7.1 实数 的 一 一 全 区 间 是 一 个， 
作为 及 的 一 个 阅 区 间 ,， 又 令 为 了 的 个 阅 区 间 ，4 


有 喷 不 是 8 又 不 是 I， 为 了 证 明 这 定理 , 我 们 将 证 明 4 在 工 中 
ea 62。 


图 7.3.  . 

不 是 开 的 ， 因 4 又 4 了 ,就 有 一 个 点 4€E 和 4 与 一 个 点 
bEI 一 4. 令 二 表示 区 间 [c, 9] (或 [2, oj， 如 果 2< 四 .为 
了 通 出 这 个 ， 想 象 区 间 工 由 图 7.3 记 示 的 子 集 4 与 互 组 成 ， 
其 中 4 是 闭 集 而 了 是 4 在 工 中 的 补 集 ， 因 4 与 工 都 是 闭 
集 , 所 以 它们 的 交集 4n7T 是 闭 集 ， 因 4NT 又 有 界 ， 它 是 
一 个 紧 致 的 集合 。 由 定理 6.5, 4NT 有 一 极 小 值 mm 与 一 极 
大 值 履 . 如 果 4<b, 则 m=a, 因 & 是 工 的 左 端 点 ， 因 右 端 
点 不 在 4 中 , 我们 有 m=a<M 了 <5， 从 而 寻 的 每 个 邻 域 - 
包含 介 于 以 与 5 之 间 的 数 ; 这 些 都 不 在 4 中 ,因此 4 不 是 开 
的 ， 如 果 a>3, 则 天 =s, 3 二 ma, 并 且 mw 的 每 个 邻 域 包含 
介 于 6 了 与 % 之 闻 的 数 ; 这 些 都 不 在 4 中 ,所 以 4 仍 不 是 开 的 ， 
这 就 证 明了 工 的 唯一 的 既 开 又 闲 的 子 集 是 工 与 多 所 以 工 是 
连通 的 


定理 7.2 如 果 f: 下 -> 了 是 一 个 连续 映射 ， 并 且 4 与 B 
是 得 X 的 个 分 出 原 入 一 广 :4 与 久 ~ 广 2 形 威 区 
的 一 个 分 离 ， ， 


我 们 必须 验证 4' 与 及 这 对 集合 满足 一 个 分 离 的 各 个 条 

件 . 因为 4 不 是 空 的 ,就 有 一 个 点 VE 4. 因为 4C7 ,就 有 : 
一 个 XE 使 fw=y; 所 以 wsE4 因而 4 不 是 空 的 ， 同 样 ， 
“ e 003。 


B' 不 是 空 的 。 任意 点 zcE 下 有 它 的 象 在 f 卫 一 4UB 中， 所 
以 fwE 4 或 JzEB. 相应 地 ，zE 人 水 或 wEB'. 这 表明 三 一 
AUB， 如 果 委 与 B 有 一 公共 点 2， 那 就 春 涵 fw 是 4 与 
了 3 的 公共 点 。 这 是 不 可 能 的 ,所 以 4'N BB， 最 后 ,因为 4 
与 如 在 也 区 中 是 开 的 并 且 了 是 连续 的 ， 它 们 的 原 象 在 工 中 
是 开 的 ( 见 定理 4.5)。 这 证 明了 4'，B' 是 子 的 一 个 分 离 . 

这 定理 能 再 说 得 简短 些 ; 如 果 三 连续 并 且 太 交 不 连通 ， 则 
不 连通 ， 因 此 一 个 等 价 的 断言 是 ， 


“推论 。 如果 了 : 卫 > 了 是 连续 的 并且 民 是 连通 的 , 则 了 Z 
是 连通 的 。- 
这 一 提 法 是 对 我 们 最 有 用 的 一 种 ， 例 如 ， 它 使 我 们 能 证 
明 :， ; i 


”推论 每 一 条 线段 是 一 个 连通 集 , 

证 明 如 果 工 是 一 条 线段 , 了 是 一 个 区 间 ， 就 有 一 个 相 
似 变 换 ;I>L, 使 得 一 上 ， 因 为 相似 变换 是 连续 的 ( 见 第 
3 节 ) 并 且 工 是 连通 的 ,因此 工 连 通 ， 

两 条 相交 于 一 点 的 线段 合 起 来 ,形成 一 个 连通 集 ; 这 在 直 
观 上 是 显然 的 它 的 证 明 依赖 于 下 面 两 个 引 理 。 


下 理 3 如 果子 是 不 连通 的 并 且 4 与 B 是 四 的 一 
个 分 离 , 则 了 X 的 每 一 个 连通 子 集 或 者 完全 在 4 中 , 或 者 完全 
在 8B 中. 

' 设 0 是 了 的 一 个 子 集 ， 它 包含 和 4 的 一 点 与 B 的 一 点 
则 CN 4 与 CNB 都 不 是 空 集 ,都 是 0 的 一 个 开 集 ;它们 的 并 
集 是 C 而 它们 的 交集 是 空 的 。， 所 以 C 是 不 连通 的 ， 这 就 证 


a 0604 。 


明 , 一 个 连通 子 集 不 能 同时 包含 4 与 8 的 点 , 


引 理 7.4 如 果 两 个 连通 集合 了 与 本 有 一 个 公共 点 , 则 
ZUW 连通 , ， . 

用 反 证 法 . 设 ZUW 有 一 个 分 离 4, B. 令 6 为 Z 与 WW 
的 公共 点 . 如 cE 4, 则 如 与 歼 都 是 包含 4 的 一 个 点 的 连通 
集 . 根据 引 理 了 .3( 连 同 了 =ZUWW), 2 与 琴 完全 在 4 中 . 
故 BB 必 为 空 的 。 如 cE B, 我 们 看 出 2 与 歼 完全 在 B 中 ,于 
是 4=8。， 这 两 种 情况 的 任 一 种 ,都 出 现 矛 盾 ; 所 以 ZUW 是 
连通 的 。 

引 理 了 .4 的 一 个 简单 应 用 表明 : 两 条 相交 于 一 点 的 线 家 
合 起 来 形成 一 个 连通 集 ; 在 这 相交 的 两 线段 上 ,逐次 接 上 另 一 
条 线段 ,就 作成 一 条 折线 ,所 以 每 一 条 折线 是 一 个 连通 集 。 

下 一 个 定理 是 证 明 某 些 空间 具有 连通 性 的 重要 工具 .… 


定理 ?7.5 一 空间 并 是 连通 的 舍 半 的 每 一 对 点 位 于 站 
的 某 个 连通 子 集中 。 


定理 的 “一 ”这 部 分 前 证明 是 明显 、 平 凡 的 . 因为 整个 
” 革 当然 是 它 自身 的 一 个 连通 子 集 , 并 且 包 含 六 的 每 一 对 在 . 
从 而 站 自身 就 是 结论 中 的 “ 某 一 连通 子 集 ”.。 

为 着 用 反 证 法 来 证 明定 理 的 “<=” 这 另 一 半 ， 假 谈 .X 有 
这 样 的 性 质 , 它 的 每 一 对 点 位 于 六 的 一 连通 子 集中 , 并 设 站 
不 连通 . 令 和 4 与 B 为 子 的 一 个 分 离 , 又 令 wE€4,yE B( 记 
住 4 和 与 召 都 不 是 空 集 ). 由 假设 ,在 荆 中 存在 着 包含 与 9 
的 一 个 连通 子 集 C. 但 是 根据 引 理 7.3，O 或 者 完全 在 4 中 ， 
或 者 完全 在 BB 中 .这 个 矛盾 指出 苹 不 能 有 分离. 所 以 互 是 


。 65，. 


连通 的 , 定理 得 证 . 
记 住 的 一 个 子 集 叫 做 串 的 ， 如 果 它 包含 它 的 每 一 对 
点 的 连接 线段 (例如 , 平面 中 一 个 圆 的 内 部 是 是 的 , 而 它 的 外 
部 不 是 )。 因 为 线段 是 连通 的 ,定理 7.5 蕴涵 着 
.推论 . 每 一 个 西 集 是 加 通 的 
， 一 个 连 送 集 不 一 定 是 凸 集 : 尽管 一 个 圆 的 外 部 不 是 贡 
集 , 但 它 却 是 连通 的 , 因 
为 它 的 任何 两 点 都 可 以 
用 位 于 外 部 的 一 条 折线 
连接 起 来 ( 见 图 7. 人 4. 
” 同样 ， 介 于 两 圆 之 间 的 
:图 4 “一 个 平 环 的 任 两 点 可 用 
一 条 折线 连结 ; 因此 , + 个 平 环 是 连通 的 . 
现在 我 们 回转 来 研究 直线 的 子 集 ( 即 实数 的 子 集 )， 得 到 
关于 连通 性 的 最 后 命 全， 


定理 7.6 实数 的 一 个 紧 致 、 这 通信 人 是 一 个 区 间 


本 定理 的 六 定理 ， 即 一 贱 区 同和 这 ,Bie 
了 ( 见 第 6 节 与 定理 7. 切 ， 加 

证 明 令 工 为 实数 的 任 一 连通 集 ， 又 令 a 与 5 为 x 由 
的 数 ， 并 且 4<5. 先 证 明 任 何 适 合 a<c<5 的 数 0 也 在 尼 
中 ,这 一 点 0 决定 它 在 号 中 的 补 集 .Rc 的 一 个 分 离 ; 令 4 
包 食 所 有 尘 于 o 的 数 ,又 令 BB 包 含 所 有 大 于 6c 的 数 , 如 果 , 出 
我 们 所 要 证 明 的 胡 反 , 闷 不 包含 o 它 就 会 是 4UB 的 一 
集 , 又 因 XY 是 连通 的 , 根据 引 理 Y.3， 它 将 完全 在 4 中 或 完 
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全 在 妃 中 ， 但 了 包含 4 与 5， 所 以 这 不 可 能 ， 于 是 我 们 证 

明了 实数 的 一 连通 集 包含 它 的 任何 两 数 之 间 的 所 有 数 . 
如 果子 还 是 紧 致 的 ， 定 理 6.5 断言 ， X 有 一 极 小 值 m 

与 一 极 大 值 W， 从 而 节 的 确 是 这 闭 区 间 [m,M]， 


习 题 
工 指出 下 列 每 一 个 集合 是 否 连 通 ; 如 不 连通 , 求 出 一 个 分 离 。 
(3) 一 个 圆 挖 去 了 一 点 ; 挖 去 了 两 点 . 
(b) 一 个 圆 的 一 段 弧 ; 一 段 强 挖 去 了 它 的 中 点 。 
(c) 有 限 点 集 ; 由 一 个 点 形成 的 独 点 集 ; 空 集 ， 
(qd) 环 面 ( 见 图 7.5) 
《i )》 控 去 了 圆 忆 
〈 让 ) 控 去 了 加 名 
(让 ) 挖 去 了 图 也 与 圆 全 
(iv ) 挖 去 了 闭 曲线 己 
(YY ) 挖 去 了 PP 这 种 类 型 的 两 个 网 
《Vi ) 挖 去 了 和 这 种 类 型 的 两 个 圆 ; 
.， 《W〉 连同 它 的 内 部 , 但 挖 去 了 一 型 的 两 个 圆 ， | 
《e) 平面 中 无 公共 点 的 两 个 圆 的 并 集 ; 无 公共 点 的 两 个 圆 的 交集 . 
(f) 令 4, B, 0, 也 为 贺 上 四 点 ， 依 次 把 圆 等 分 成 四 段 相 等 的 弧 . 
令 45 表示 从 4 到 呈 的 ,包含 两 端点 的 最 短 弧 ， 等 等 , 回答 以 
下 集合 的 同 题 。 ， 
( i) ABU BG, 
i) ABN BC; 
(i) ABUCD; 
(iv ) ABNOD; 
(yy ABOUCDA, : 
2. Ee” 的 一 个 子 集 万 时 做 关于 一 点 “ 图 ?.5 
p 的 星 形 ， 如 果 ， 对 于 每 个 点 ED， 从 p 到 4 的 线段 都 在 妃 中 . 
。 67 。 


so 


“1 


10. 


11. 


证 明 这 样 一 个 集合 是 连通 的 . 


， 说 明 下 面 的 每 一 个 是 连通 的 : 球 的 表面 ; 球 的 内 部 ; 球 的 外 部 ; 环 面 


的 表面 ; 环 面 的 内 部 ; 环 面 的 外 间 


. 举例 表明 : 一 个 连通 集 的 原 象 不 必 连 通 . | ， 
.证明 :， 从 圆 的 一 个 不 是 直径 的 弦 或 一 个 切线 线段 到 该 圆 的 中 心身 


影 是 连续 的 .断定 : 贺 弧 都 连通 . 


.举例 开明 ， 两 个 连通 集 的 交集 不 连通 ， 
. 说明 平 面 中 的 下 列 点 集 是 否 连 通 ， 至少 有 一 个 有 理 坐 标的 全 体 点 ; 


恰 有 一 个 有 理 坐 标的 全 体 点 ; 两 个 坐标 都 是 有 理 数 的 全 体 点 ， 如 
果 不 连通 , 举 出 一 个 分 离 


， 令 平面 中 以 (0， 0) 为 加 必 以 一 有 有理数", 为 半径 径 的 全 体 同心 加 上 的 


点 集 为 ; 找 出 及 的 一 个 分 离 . 


， 证 明 实 数 的 一 个 连通 集 是 下 面 八 件 事物 中 的 一 个 空 集 , 召 月 号 ， 


一 条 开 的 或 闭 的 半 直 线 ,单独 的 一 个 点 , 或 一 个 开 的 , 闭 的 , 或 半 闭 

的 区 间 ， 

证 明 闭 区 闻 的 一 个 收缩 序列 的 交集 或 者 是 单独 的 一 个 点 ， 或 者 是 

一 个 闭 区 间 ， 

给 出 任意 区 间 工 连通 这 一 事实 的 另 一 证 明 : 先 假定 有 一 个 分 离 1 二 

AUB; 然后 造 一 些 区 间 , 使 区 间 的 一 端 在 4 中 , 另 一 端 在 中 ,得 
到 一 收缩 序列 ; 最 后 证 明 这 些 区 间 的 交集 的 一 点 c 不 在 4 中 或 不 

在 8 中 ， 而 引出 巴 持 。 


8. 拓扑 性 质 与 拓扑 等 从 


这 些 节 的 基本 任务 是 证 明 第 一 节 所 述 的 主要 定理 ， 如 果 


实 值 函 数 fz 在 闭 区 间 a<w<5 中 有 定义 且 连 续 ， 则 函数 fz 


有 一 


极 小 值 ,一 极 大 值 , 并 取得 介 于 二 极 值 间 的 任 一 值 ， 我 们 


已 经 完成 为 证 明 所 需要 的 全 部 工作 ; 只 需 把 各 部 分 汇总 起 来 ， 
下 列 三 个 命题 都 已 证 明 、 
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1. 实数 的 一 个 闭 区 间 是 一 紧 致 的 连通 集 . 

2. 紧 致 集 的 连续 象 是 紧 致 的 ， 连 通 集 的 连续 象 是 连通 
3. 实数 的 一 个 紧 致 并 连通 的 集合 是 一 闭 区 间 . 
把 第 6 节 中 已 证 明 的 关于 紧 致 性 的 断言 ， 与 第 7 节 中 已 
证 明 的 关于 连通 性 的 断言 合并 起 来 ， 就 得 出 前 两 个 命题 的 
每 一 个 。 第 三 个 命题 是 定理 7.6. 这 三 个 命题 结合 在 一 起 断 
言 : 一 个 闭 区 间 在 对 的 连续 象 本 身 是 一 个 闭 区 间 ， 这 恰好 是 
主要 定理 的 另 一 个 说 法 . 

我 们 已 经 做 了 比 证 明 主 要 定理 超出 很 多 的 工作 ; .我们 已 
证 明了 好 些 具 有 相当 一 般 性 的 定理 ,并 且 分 析 了 论证 ,使 能 获 
得 与 主要 定理 相似 的 定理 不 会 有 更 多 的 困难 ， 例如, 把 一 个 
闭 且 有 界 集 是 紧 致 的 这 一 结论 (6 节 )， 跟 命题 2 与 8 结合 起 
来 ,我 们 就 能 断定 ， 

如 果 怀 是 .Rn 中 的 一 个 闭 的 、 有 界 的 、 并 且 连 通 的 集 信 
并 且 如 果 f: 卫 玉民 连续 , 则 象 f 卫 是 一 闭 区 间 ， . 

在 六 的 闭 的 有 界 连通 子 集 的 许多 不 同类 型 中 , 有 一 种 是 
局 中 一 个 球 的 表面 ， 因 此 , 一 个 定义 在 球 上 的 连续 实 值 函数 
必 有 一 极 大 值 和 一 极 小 值 ， 并 能 瑚 遍 其 间 的 任 一 个 值 . 我 们 
现在 能 看 出 ， 记 要 定理 中 关于 了 的 定义 域 是 闭 区 间 这 一 假设 
是 不 必要 的 限制 ; 只 要 要 求 定义 域 是 闭 的 、 有 界 的 、 连通 的 就 
够 了 . : ， 

现在 我 们 开始 回答 问题 :什么 是 拓扑 学 ? ， 


定义 .RP 的 子 集 的 一 种 性 质 叫 作 配 扑 性 质 ， 如 果 它 

等 价 于 一 个 只 利用 下 的 开 集 的 概念 与 集合 论 的 一 些 标 准 概 
念 ( 元 索 . 子 集 . 补 集 .并 集 .交集 .有 限 集 . 无限 集 等 等 ) 来 下 定 
2 09 。 


义 的 性 质 。 简短 地 说 ，R" 的 子 集 互 的 拓扑 性质 就 是 可 以 下 
达 为 X 的 开 集 族 的 性 质 的 那 一 种 性 质 . 
紧 致 性 与 连通 性 都 是 拓扑 性 质 ， 建 议 读者 仔细 地 复习 第 

6 节 与 第 7 节 中 给 出 的 这 些 概 念 的 定义 ， 并 且 注 意 其 中 没有 
提 到 际 的 大 小 形状、 长 度 、 面 积 以 及 体积 等 性 质 ，. 同 样 ， 习 
中 一 闭 集 是 一 拓扑 概念 , 因为 根据 定义 ， 一 交集 是 了 中 一 开 
集 的 补 集 . 

“一 旦 知道 了 一 种 性 质 或 概念 是 拓扑 的 ， 我 们 就 可 以 自由 

地 利用 它 来 定义 别 的 拓扑 性 质 与 概念 ; 例如 闭 集 、 紧 致 性 以 及 
连通 性 概念 ,就 可 以 这 样 利 用 。- : 

“下 面 是 一 些 特种 集合 的 拓扑 性 质 的 几 个 例子 ， 一 直线 工 
是 一 连通 集 ,: 而 工 的 每 一 点 在 工 中 的 补 集 不 连通 ， 换 句 话 
说 ; 控 去 直线 的 任 一 点 ， 这 直线 就 不 连通 。 一 个 圆 没 有 这 性 
质 ; 但 是 挖 去 它 的 任 一 对 点 , 它 就 不 连通 了 ， 一 平面 的 一 些 拓 
扑 性 质 是 ; 它 连 通 ， 它 不 紧 致 控 老 : 它 的 任意 有 限 个 点 ， 它 并 非 
个 连通 . 有 

“Br 的 子 集 文 .的 一 种 信 质 如 果 率 小 到 x 或 它 的 子 入 的 

请 如 大小、 形状 、 角 度 、 长 度 、 面 积 或 体积 等 特性 , 它 就 不 可 能 
是 拓扑 性 质 ， 例如 有 界 人 性 指 的 是 瑟 的 大 小 。 半 在 RB" 中 为 
阐 集 的 性 质 座 涉 到 E" 一 不 这 集合 , 而 不 只 是 率 涉 到 有 的 一 
些 开 集 .从 表面 看 来 , 有 界 与 闭 这 两 个 性 质 没有 一 个 有 可 能 
是 拓扑 性 质 ， 但 是 马上 作 轻 率 的 结论 , 在 这 里 是 危险 的 . 如 
果 考虑 子 在 Be 中 既 有 界 又 闭 这 一 性 质 ,. 我 们 会 同样 地 认为 
它 不 是 拓扑 性 质 ; 但 在 第 6 节 中 已 证 明 , 它 等 价 于 紧 致 性 这 一 
拓扑 性 质 ， 显 然 :要 肯定 某 一 种 性 质 不 是 拓扑 性 质 , 需要 一 种 
实用 的 检验 法 。 这样 一 种 检验 法 根据 于 两 个 点 集 拓 扑 等 价 这 
个 概念 . 
ae GO 。 


”定义 "的 了 集 邓 与 的 子 集 六 叫 作 拓扑 竺 价 的 
(或 同 胚 的 ), 如 果 存 在 一 个 一 对 一 的 函数 方 并 一 了 使 得 了 连 
续 并 且 f-!: 了 -> 芳 也 连续 . 此 外 ,这 函数 也 叫 作 拓扑 等 价 (或 
同 胚 ) . 

我 们 来 考虑 一 些 例子 ， 我 们 已 经 观察 到 任 两 线段 是 相似 
的 , 并 且 相 似 变换 是 连续 的 . 因 相似 变换 的 反 函 数 也 是 相似 
变换 , 从 而 任 两 线段 是 拓扑 等 价 的 ( 见 图 8.1). 


图 8.1 图 8.2 
如 图 8.2 所 示 ， 我 们 可 以 利用 以 z 为 中 心 的 一 个 径 向 身 
影 来 定义 一 线段 与 一 圆 弧 之 间 的 拓扑 等 价 , 作 上 由 分 域 N(fw， 
与 点 4 所 确定 的 模 形 域 ， 然 后 取 正 数 8 如 此 小 使 NN(w, 9) 
沙 在 这 个 攀 形 域内 ， 就 可 证 明了 是 连续 的 ， 因为 纺 短 中 
离 , 它 也 连续 . 
事实 上 ， 一 条 升降 频 全 的 划 线 能 与 一 线 用 拓扑 等 作 ， 图 
8.3 表示 定义 罕 区 间 工 上 的 一 连续 范 数 广 的 图 形 0， 令 g: 0 
一 7 为 于 直射 影 ， 记 以 y(z, fo) 一 z， 显 然 了 是 一 对 一 的 , 而 
且 对 于 所 有 zE 了 并 gw 一 (w, yz)， 作 为 垂直 射影 g 缩短 距 
离 , 故 9 连续 . 9 的 连续 性 是 了 连续 的 推论 -所 以 任何 连续 
函数 了 的 图 形 O 与 线段 工 拓扑 等 价 ， i 
得 路 地 说 设 一 质点 连续 地 从 二 十 到 另 一 二 抽出 
一 条 不 自 交 的 曲线 , 这 曲线 与 一 线段 拓扑 等 价 ( 见 图 8.4). 
。7?1， 


图 84  ， 图 8.5 

控 去 了 北极 2 的 一 个 球面 8, 到 它 末 道 平面 了 的 球 极 平 
而 射影 提供 同 胚 的 另 一 个 例子 ( 兄 图 8.5) ， 第 3 节 习 题 7 的 
解答 说 明 这 射影 是 ,3 一 与 也 之 间 的 一 个 拓扑 等 价 。 如 果 我 
们 把 这 射影 限制 在 单独 一 个 通过 ?2 的 大 图 OO 上 , 就 得 到 0 一 p 
与 -直线 工 之 间 的 一 个 拓扑 等 价 

-已 经 说 明了 拓扑 等 价 概念 ， 让 我 们 返回 来 讨论 拓扑 性 质 
下 而 江村 计 下 要 的 本 类 


定理 8.1 如 果 2 的 一 个 子 集 互 与 司 的 一 个 子 集 了 


se 8 。 


拓扑 等 价 , 则 三 与 工 这 两 个 子 集 的 每 一 个 ,有 另 一 个 所 具有 
的 每 一 种 拓扑 性 质 。 


这 是 显而易见 的 , 因为 一 个 拓扑 等 价 或 同 胚 f: 且 -> 了 建 
立 起 两 个 集合 的 点 之 间 的 一 一 对 应 关系 ， 与 它们 的 子 集 之 间 
的 一 一 对 应 关系 ( 因 4CX, 就 有 f4CP, 又 因 BGY, 就 有 
f-1BC 卫 )， 这 对 应 关系 是 这 样 的 ， 它 使 得 开 集 对 应 于 开 集 ， 
并 保留 集合 论 的 关系 与 运算 (例如 在 忆 中 4CB 当 且 仅 当 在 
Y 中 f4cCfB)， 对 于 有 关 了 的 点 , 卫 的 子 集 ,六 的 开 集 ， 
以 及 它们 的 集合 论 关系 的 任何 真 命题 , 如果 把 其 中 子 的 所 有 
点 与 子 集 用 它们 在 了 中 的 同 胚 象 奉 换 ， 所 得 到 的 关于 站 的 
新 命题 自然 也 真 . 

我 们 用 不 连通 这 一 性 质 来 说 明 这 论点 。 用 开 集 来 说 , 命 
是 是 , 卫 有 两 个 非 空 开 集 4 与 妃 使 得 4UB= 革 与 4NB 
一， 如 果 取 了 作用 下 的 象 并 利用 明显 的 关系 f 卫 = 了 ，f9== 
gf(4UB)~fAUfB 与 1(ANB) 一 f4NfB， 则 得 ， 了 有 
两 个 非 空 开 集 f4 与 JB 使 得 f4UfB- 了 与 /4NfB~9. 
故 了 不 连通 ; 

我 们 用 定理 8,1 来 说 明 Re 的 子 集 子 的 某 是 性 质 不 是 
拓扑 性 质 ， 因为 一 线段 拓扑 等 价 于 任 一 别 的 线段 , 所 以 线段 
的 长 度 不 是 拓扑 性 质 ， 因为 一 线段 与 圆 的 一 段 弧 等 价 , 所 以 
线段 的 平 直 不 是 拓扑 性 质 , 因为 在 球 极 平面 射影 下 , 挖 去 一 点 
乡 的 球面 8 与 一 平面 也 等 价 ， 所 以 8 一 2 的 有 界 性 不 是 一 个 
拓扑 性 质 . 因为 卫 在 Ee 中 是 闭 的 ,而 38 一 p 在 栋 中 不 是 闭 
的 , 一 在 开 中 是 闭 柴 这 一 性 质 不 是 拓扑 性 质 ， … 

到 此 ,对 于 “什么 是 拓扑 学 ”这 问题 的 回答 应 该 是 粗 当 明 

.73。 


”拓扑 学 是 研究 点 集 扰 扑 性 质 的 学 科 ， 

这 是 一 个 满意 的 回答 , 但 是 并 不 完全 。 我 们 还 必须 包括 
函数 的 拓扑 性 质 ， 设 了 : 卫 -> 了 是 一 函数 ， 其 中 下" 与 
YC" 的 一 个 性 质 叫 作 拓 扑 性 质 ， 如 果 它 等 价 于 一 种 性 
质 , 其 定义 只 用 到 全 与 了 的 开 集 , 象 与 原 象 , 以 及 集合 论 的 
标准 概念. 

例如 ,连续 性 就 是 函数 的 一 个 拓扑 性 质 , 因为 定理 4.5 说 
到 了 连续 当 且 仅 当 了 的 每 个 开 集 的 原 象 是 . 民 的 一 个 开 集 . 
容易 找 出 函数 的 拓 朴 性 质 。 另 一 个 例子 ， 是 一 个 常 函 数 这 
一 性 质 是 一 拓扑 性 质 ， 再 有 ， 对 于 每 一 点 yEY, fy 是 六 
的 一 个 紧 致 子 集 , 了: 下 -> 了 的 这 性 质 是 一 个 拓扑 性 质 . 

原 同 是 的 完 并 回答 是 后 提 学 是 研究 点 集 与 数 的 拓 提 
性 质 的 学 笠 。 

按照 这 些 定义 的 精神 我 们 再 检查 一 下 主要 定理 的 证 明 
在 本 节 开始 时 , 主要 定理 已 分 成 三 个 命题 。 第 二 个 命题 是 纯 
拓扑 的 ， 它 讲 到 : 了 的 一 拓扑 性 贰 ( 紧 致 性 ) 与 的 一 拓扑 性 
质 (连续 性 ) 列 涵 /区 的 一 拓扑 性 质 ( 紧 致 性 ) ， 用 连通 性 蕉 代 
这 命题 中 的 紧 致 性 , 新 命题 间 样 成 立 ， 第 一 个 命题 叙述 也 
中 的 闭 区 间 这 一 熟知 对 象 的 两 个 拓扑 性 质 ， 第 三 个 命题 是 第 
一 个 的 逆 命 是 ， 紧 致 性 与 连通 性 这 两 个 拓扑 性 质 ， 刻 划 出 玉 
中 并 区 闻 的 特征 , 把 闭 区 间 从 五 的 其 他 子 集 区 别 出 来 ， 因 此 
我 们 能 得 出 结论 ,主要 定理 的 证 明 几乎 全 是 拓扑 的 证 明 ,， ， 

拓扑 学 曾经 被 人 们 叫 作 橡皮 几何 学 ， 如 果 要 措 绘 与 一 特 
定点 集 站 拓扑 等 价 的 那些 点 集 ,把 也 看 成 是 用 橡皮 制 成 的 ， 

， 确 是 一 种 好 的 直观 办 法 ， 如 果 招 橡皮 制 成 的 子 , 这 儿 扯 长 

些 , 那儿 缩短 些 ,并 且 捍 弯 一 些 (但 决 不 搓 裂 开 , 也 不 把 不 同 部 
分 粘连 起 来 ), 变形 成 点 集 了 , 则 和 与 二 是 拓扑 等 价 的 ， 包 
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如 , 一 个 小 球面 (气球 ) 能 膨胀 成 一 个 大 球面 , 它 也 能 被 挤 压 成 
一 椭 球 , 还 能 再 挤 压 成 一 个 哑铃 的 表面 ,还 有 ,能 让 一 个 吹 鼓 
了 的 球面 收缩 ， 直 到 它 从 紧 绷 在 一 长 方 盒子 或 一 四 面体 表面 
(图 8.6). 


图 8.6 


-- 国 为 机 个 折 和 等 从 的 点 集 具有 完全 相同 的 拓 扩 信 夺 ， 拓 
扑 学 者 把 它们 看 成 本 质 上 是 相同 的 (从 拓扑 观点 来 厦 ， 无 区 别 
的 ) . 这 类 似 于 欧 氏 几何 学 中 把 两 个 重合 的 图 形 看 首 完 全 等 
价 这 一 观点 。 所 以 拓扑 学 者 被 人 们 称 为 不 能 区 别 出 一 个 油 炸 
面 图 与 一 咖啡 杯 的 数学 家 。 图 8.7 表示 一 个 实心 油 炸 泗 于 变 
形成 一 -个 如 罪 杯子 的 几 个 中 间 步 对 


图 8. 


在 经 一 种 经 典 几 何 学 中 ， 都 有 等 价 图 形 这 一 一 概念 已 经 
指出 ,在 欧 氏 几何 学 中 , 两 图 形 等 价 , 如 果 它 们 重合 ， 特别 是 ， 
如 果 有 一 刚体 运动 , 把 一 图 形变 成 男 一 个 ， 在 射影 几何 中 ,如 
果 有 一 个 射影 变换 把 一 图 形变 成 另 一 个 , 则 这 两 图 形 等 价 . 身 
影 变换 包括 重合 与 相似 , 以 及 足够 多 的 别 种 变换 , 因而 任何 两 

个 三 角形 是 等 价 的 , 任 一 圆 与 任 一 椭圆 是 等 价 的 ( 见 图 8.8) 
75 。 


图 8.8 . 8.9 

在 微分 几何 中 , 等 价 电 作 等 距 (等 度量 )， 这 里 , 两 个 图 形 
等 价 ,如 果 在 它们 的 点 之 间 存 在 着 一 一 对 应 ,使 得 在 定义 域 中 
任 一 则 线 的 长 度 等 于 值 域 中 相应 曲线 的 长 度 ， 例如 , 圆柱 面 
的 一 痢 分 能 刍 开 放 在 平面 的 一 部 分 上 适 。 同样 , 锥 面 的 一 部 
分 能 铺 开 放 在 平 环 的 一 扁 形 上 面 ( 兄 图 8.9). 所 以 这 些 曲 六 
都 等 距 . . 
重合 性 , 射影 对 应 性 , 与 等 距 性 都 是 拓扑 等 价 ; 因为 在 每 
种 情形 , 商 个 等 价 图 形 之 间 的 对 应 关系 是 一 对 一 的 , 并且 在 等 
一 方向 都 连续 ， 从 而 一 个 这 种 图 形 的 每 一 个 拓扑 性 质 也 是 另 
一 个 图 形 的 一 个 性 质 ， 所 以 一 个 拓扑 性 质 也 是 欧 氏 几何 意义 
下 、 射 影 几 何 意义 下 与 微分 几何 意义 下 的 一 个 性 质 ， 结 果 , 拓 
扑 学 的 一 个 定理 自动 地 成 为 这 些 几 何 学 中 每 一 种 前 一 个 定 
理 。 由 此 , 有 充分 正当 的 理由 来 说 : 拓扑 学 是 基本 的 几何 学 。 


”习题 

1. 求 出 和 与 了 之 间 的 一 个 同 及 , 如果: 
:Ka) 瑟 是 一 个 开 区 间 ; 了 是 一 条 直线 . 
(b) 卫 是 一 半 开 区 间 , 了 是 一 条 射线 。 

《e) 是 一 个 加 的 内 部 , 了 是 平面 。 
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.证明 : 挖 去 一 点 的 一 个 圆 与 一 个 开 区 间 拓 扑 等 价 . 


53. 一 个 集合 叫 作 完全 不 连通 ， 如 果 它 的 连通 子 集 只 是 单独 的 点 集 与 


空 集 ， 举 出 瑟 的 子 集 的 两 个 例子 ,它们 完全 不 连通 并 且 包含 无 穷 
多 的 点 。 

一 个 集合 开 叫 作 局 部 连通 的 ， 如 果 对 于 每 点 se 与 每 个 邻 域 
N(z, +), 存在 着 的 一 个 连通 开 集 U0， 使 得 zEUCNCe, 7)， 断 
定 下 列 集合 的 每 一 个 是 否 局 部 连通 : 

人) 全 体 整数 集 ，(b) 集 |0, 于 , 去 二 小 

Ce) 集 [w 5]; (a) 有 理 数 集 ， 
.一 集 开 叫 作 局 部 紧 致 的 , 如 果 玉 的 每 一 点 在 和 中 有 一 邻 域 , 被 包 
含 在 开 的 一 紧 致 子 集中 . 

a) 举 出 一 个 非 紧 致 而 是 局 部 紧 致 的 集合 ， 

(b) 证 明 BR" 中 每 个 周 集 是 局 部 紧 到 的 . 

断定 下 列 性 质 的 哪 一 个 是 拓扑 的 而 哪 一 个 不 是 ， 对 于 所 给 的 冬 个 
不 是 拓扑 性 质 的 性 质 , 求 出 两 个 拓扑 等 从 的 集合 , 其 中 一 个 有 所 给 
的 性 质 而 另 一 个 没有 

(a) 无 界 . 

(b) XX 是 一 有 限 集 . 

(6) 下 是 长 度 为 2 的 一 曲线 . 

(d) 义 是 局 部 紧 致 集 . 

(6) 系 是 让 是 多 边 形 。 ; 
(f) 开 是 局 部 连通 . 

g) XX 是 完全 不 连通 . 

用 下 列 命题 的 证 明 来 说 明定 理 8.1 的 论证 ; 如 果 R" 的 一 个 紧 臻 字 
集 XX 与 的 一 个 子 集 拓扑 等 价 , 则 Y 是 紧 致 集 . 

一 函数 了 :XX> 了 的 下 列 性 质 的 哪 一 个 是 拓扑 性 质 ? 

(a) XX 的 每 一 个 开 集 的 象 是 了 的 一 个 开 集 ， 

(b) 了 是 一 相似 变换 . 

(ke) 了 是 一 平移 。 
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(q) 每 一 点 的 原 象 是 一 有 限 集 .。 
(e) 每 一 点 的 原 象 是 一 紧 致 集 。 
《f) 了 的 原 象 是 有 界 的 ， 

(8) 每 一 点 的 原 象 是 一 连通 集 。 


9. 关于 不 动 点 的 一 个 定理 


如 果 一 个 函数 了 的 定义 域 与 值 域 是 同一 个 集合 卫 ，f 就 
串 作 羡 的 一 个 自 映射 ， 六 的 自 映射 了 可 能 会 使 苹 的 某 个 
点 必 原 地 不 动 ， 就 是 可 能 会 使 f=z.， :具有 这 性 质 的 点 % 叫 
作 自 映射 了 的 一 个 不 动 点 ， 如 果 把 一 圆 片 绕 中 心 旋转 一 直 
角 , 圆 片 中 心 是 唯一 的 不 动 点 .这 映射 如 果 限 制 在 图 片 的 边 
缘 圆周 上 , 就 没有 不 动 点 ， 一 空间 的 每 一 个 常 值 自 映射 有 一 
个 不 动 点 . 于 是 一 个 集合 的 一 个 自 映射 有 否 不 动 点 ， 取决 于 

这 集合 与 这 自 映射 ， 但 是 ,在 集合 为 一 线段 ( 闭 区 间 ) 的 情形 ， 
有 下 面值 得 注意 的 结果 . 


定理 9.1 一 线段 的 每 一 个 自 映射 至 少 有 一 个 不 动 点 ， 


设 在 直线 上 引进 了 坐标 ， 使 线段 成 为 一 区 间 [a; 如， 于 
是 线段 的 一 个 自 映射 恰好 是 一 个 连续 函数 f: [a, 如一 [a, 纪 ， 
对 于 每 一 个 zcE [fw 奶 ， 用 gzfw 一 2 来 定义 一 个 新 函数 
g: [fw 5]>R， 于 是 9g 给 出 从 4% 到 它 的 象 f2 的 有 向 距离 ， 当 
jz 在 "之 右 , 即 Jo>z 时 ,距离 是 正 的 , 当 jz 在 "之 左 , 距离 
是 负 的 ， 找 的 一 个 不 动 点 , 就 是 找 使 9 为 零 的 点 ， 如 果 两 
个 端点 的 任 一 个 是 不 动 点 ,就 已 符合 定理 的 结论 , 没什么 还 要 
证 明 的 . 现在 假设 两 个 都 不 是 不 动 点 .因为 fa 与 用 都 在 
es IIS 。 
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[2, 四 中 , a<fa 而 16<5， 因而 ga>0, 90<0， 因 为 g 连续 
( 它 是 两 连续 函数 之 差 , 见 第 3 节 的 习题 8), 主要 定理 断言 ; 9 
取 ga 与 95 之 间 的 每 一 个 值 ， 故 对 于 某 个 € [a， 困 ， 必 有 
gz 一 0, 而 这 个 “就 是 所 寻求 的 了 的 不 
动 点 . . ~ 

设 图 9. 工 的 曲线 是 了 的 图 形 .我 
们 可 以 从 图 形 的 观点 来 检验 定理 
9.1， 了 的 不 动 点 就 是 了 的 图 形 与 对 
角 线 的 交点 ( 即 如 果 jfw=w， 则 (%， 
fo) = (o 2) 在 对 角 线 上 )、 因为 c< 加 时 
fa, 所 以 (@, fa) 这 点 位 于 对 角 线 上 3 
方 , 同样 (5, 3) 这 点 位 于 对 角 线 下 方 ， 因 为 对 角 线 把 平面 分 
成 它 上 方 与 它 下 方 两 部 分 ,而 了 的 图 形 是 一 连通 集 , 所 以 它 必 
与 对 角 线 相交 . 机 数 9 纵 出 图 形 与 对 角 线 之 问 的 委 直 吧 痪 、 
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1. 求 出 区 间 [0， 切 的 由 名 = (1 一 z?)12 定义 的 满 的 自 映射 的 不 动 点 。 
3， 设 区 间 fo, 菇 的 满 的 自 贞 射 是 由 闫 =42 一 4 定义 的 。 
(a) 画 出 函数 的 图 形 与 对 角 线 yz 
《b) 在 区 间 中 映射 是 -对 一 的 吗 ? 
(c》 求 出 映射 的 不 动 点 ; 
设 区 间 [0, 妇 的 自 映射 是 由 并? 一 z+ 定义 的 ， 
(a) 画 出 函数 的 图 形 与 直线 y=%, 
Cb) 在 区 间 中 映射 是 蔡 一 对 一 ?- 
《6) 求 出 映射 的 不 动 点 。 
. 证明 -Rr* 中 一 个 集 的 下 列 性 质 是 拓扑 性 质 , 的 每 一 个 自 映 身 
有 一 个 不 动 点 。 
， 举 出 区 同 [0, 1] 的 一 个 自 映 射 ， 它 恰 只 以 0 与 1 为 它 的 两 个 不 动 
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点 . 
6 举 出 开 区 间 (0, 1) 的 一 个 无 不 动 点 的 、 满 的 自 映射 
7 证 明 一 个 半 开 区 间 的 每 一 个 满 的 自 映 射 至 少 有 一 个 不 动 点 。 


10.， 圆 到 直线 的 映射 
加 具有 下 述 的 一 个 奇特 性 质 ， 


定理 10.1 阁 到 直线 的 每 一 个 映射 都 把 某 对 对 径 点 映 
成 同一 个 象 点 ， 


证明 令 f:O0-> 工 为 赔 到 直线 的 一 个 映射 , 在 石上 引进 
坐标 , 就 可 把 了 的 值 域 看 作 是 实数 R. -考虑 G 上 上 的 一 对 对 径 
上 成 与 2 (图 10.1); 设 它们 在 石上 的 象 点 分 别 有 坐标 名 = 
4 与 /pb， 这 一 对 固定 的 对 径 点 p 与 2 把 加 分 成 两 个 闭 的 
半圆， 都 以 p 与 p 为 端 
: 点 。 令 s 与 2 为 加 上 的 
Y 变动 的 一 对 对 径 点 ; 当 m 
沿 着 一 个 闵 的 半圆 从 2 走 
到 pg，s 就 沿 着 另 一 个 闭 
的 半圆 从 2 走 到 2。 现在 
b | ° 观察 由 下 而 的 式 子 定义 的 
图 10.1 请 数 9， : 
go=fo—fe. 
它 的 定义 域 是 % 走 过 的 闭 的 半圆 ， 阔 数 y 连续 , 因为 了 连续 , 
显然 ,在 定义 域 的 两 端 处 ; 
2 一 jp 一 /一 “一 0 gp=fp -fp=—— (a—b). 
es。 80 。 


* 因为 5 一 2 或 者 等 于 零 , 或 者 不 等 于 零 , 所 以 相应 地 , 函数 9 在 
7 与 2 处 或 者 都 是 零 (这 时 ，2 与 2 的 了 象 相同 )， 或 者 9 在 
2 与 2 处 的 值 有 相反 的 符号 . 在 第 二 种 情形 , 应 骨 主 要 定理 
到 g 的 半圆 定义 域 ,就 获得 其 中 的 一 点 9 使 gg=0=fg 一 fq. 
因而 fq==fq', 即 一 对 对 径 点 9 与 9 的 f 象 相同 . 

类 似 于 加 的 对 径 点 的 ， 在 椭 贺 上 是 对 极 (anfipodal) 点 ; 
椭圆 的 一 对 对 极点 关于 椭圆 中 心 对 称 ， 因 为 贺 是 椭圆 的 特 
例 , 所 以 对 径 点 是 对 极点 的 特例 ， 因 而 自然 会 问 ; 对 于 椭圆 的 
对 极 ,是 否 成 立 类 似 的 定理 ， 

如 果 圆 X 与 椭圆 了 有 同一 个 中 心 ”并 且 在 同一 平面 
上 , 下 述 的 作 图 最 容易 给 出 一 个 同 胚 ， 作 以 z 为 起 点 的 任 一 
射线 交 艺 于 一 点 , 也 交 了 于 一 点 ; 这 两 个 点 的 对 应 就 是 一 个 
间 豚 . 这 实质 上 是 第 3 节 中 所 提 到 的 从 Rs 到 于 的 满 的 径 向 
射影 ， 并 且 在 该 节 中 已 经 证 明 它 是 连续 的 ， 如 果 不 与 二 不 
是 同心 的 ， 则 先 把 了 径 向 射影 到 与 了 同心 的 圆 XX 上 , 然后 
再 找 同 有 是 ( 见 图 10.2)。 因为 下 与 他’ 相似 ， 王 就 与 耻 ' 拓 
扑 等 价 ,而 了 “已 与 了 拓扑 等 价 ,此 外 ,由 径 向 射影 与 相似 变 
换 复 合 而 成 的 同 胚 了 -> 子 , 保持 对 极 性 ， 即 如 果 g 与 g 是 对 
极点 ， 并 且 9 的 象 是 p， 则 的 象 是 p 的 对 径 点 pw， 所 以 把 
对 极点 与 对 径 点 理解 为 扮演 同一 角色 时 ， 这 对 径 点 定理 对 于 


图 10.2 图 10.3 
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椭圆 也 成 立 。 

类 似 的 论点 还 证 明 , 对 于 任意 星 形 闭 曲线 , 如 图 10.3 中 
的 多 边 形 B, 这 结果 也 成 立 . 通过 一 个 以 为 中 心 的 、 从 B 
到 圆 0 的 满 的 径 向 射影 就 获得 一 个 同 咕 ， 它 把 过 z 的 
同一 直线 上 的 B 的 每 一 对 点 变 成 该 直线 上 0 的 一 对 对 径 


习 题 


1, 在 图 10.4 中 , 令 了 :0-> 工 为 以 圆 G 外 一 点 p 为 中 心 的 、 从 圆 到 直 
. 线 的 射影 ， 
(a) 画 出 工 的 各 点 的 原 象 、 
(b) C 上 的 哪 一 对 对 径 点 在 工 中 有 同一 个 象 点 ? 


, 图 10.4 


2 令 工 切 加 于 如 以 0 上 的 p 的 对 径 点 六 为 中 心 ， 把 0 投射 到 
IL. 画 出 工 的 点 的 原 象 为 作 么 对 于 这 个 映射 定理 10.1 不 能 运 
用 ? 

3. 如 果园 C 被 对 径 点 8 与 多 分 成 两 个 半圆 刀 与 D', 证 明 ; 在 任意 映 
射 有 ;D>D' 中 , 某 点 与 它 的 象 点 是 关于 直径 22' 的 对 称 点 。 

4。 如 果 圆 C 被 对 径 点 b 与 分 成 两 个 半圆 也 与 D"， 证 明 酝 意 映射 
了 :D>D' 把 某 点 映 成 它 的 对 径 点 . 

5， 举 出 一 例 ， 说 明 圆 到 直线 的 非 重 同 映射 使 得 每 两 个 对 径 点 都 有 一 
个 象 点 。 


9 2。 


11. 洲 前 饼 问 题 


薄 前 饼 的 第 一 个 问题 可 以 大 致 叙述 如 下 ;设想 两 个 形状 
不 规则 的 落 前 饼 放 在 同一 个 圆 形 的 案板 上 ; 试 证 ,一 刀 能 把 两 
个 饼 正 好 都 切 成 两 六， 如 果 每 个 薄 训 饼 的 形状 都 恰好 是 圆 形 
的 , 那么 沿 着 它们 的 圆心 的 连 线 切 一 刀 , 就 能 达到 目的 。 但 是 
在 薄 煎 饼 的 形状 不 加 限制 时 ， 问 题 就 变 得 比较 困难 . 下 面 是 
精确 的 数学 定理 ， 


定理 巧 .1 如 果 44 与 刀 是 同一 平面 中 的 黄 个 有 界 区 
域 ,那么 平面 中 存在 一 条 直线 , 它 把 每 个 区 域 分 成 等 面积 的 两 
六 ， 


所 谓 平面 中 一 个 区 域 , 指 的 是 平面 的 一 个 连通 开 子 集 . 定 
理 即 使 在 两 个 薄 衣 饼 之 一 堆 选 在 另 一 个 上 面 时 仍旧 成 立 ， 也 
就 是 说 ， 当 两 个 区 域 部 。 jx) 
分 地 重 迁 起 来 时 仍 提 成 \ 
立 。- 
因为 证 明 相 当 长 ， 
我 们 先 给 出 它 的 主要 步 
又， 而 把 两 个 次 要 命题 - 
的 证 明 推 迟 . ;因为 4 与 
B 是 有 界 的 ， 我 们 可 以 
选取 一 个 圆 C 把 4UB ICB,Z) 


包含 在 它 的 内 部 ( 见 图 图 11.1 


寺 .D, 令 4 与 7 分 别 表示 的 中 心 与 半径 . 对 于 任 一 wE0， 
9 83 . 


仿 ww/ 表 示 它 的 对 径 点 ，D; 表示 从 ww 到 的 直径 。 我们 以 后 
要 证 明 的 第 一 个 命 古 是 
(1) 对 于 任 一 2€0，, 在 垂直 于 D。 的 全 体 直 线 中 ， 有 而 


且 只 有 一 条 直线 工 (4, 办 把 4 按 面积 分 成 两 半 , 有 而 且 只 有 


一 条 直线 LC(B, z) 把 B 按 面积 分 成 两 半 ， 
用 ws 与 v4 分 别 表 示 Ds 同 了 (4, 四 与 工人 2) 的 交点 ， 
在 D。 上 我们 有 一 个 以 z 为 原点 的 自然 尺度 〈 或 坐标 系 ): 一 
点 的 举 标 是 它 到 z 的 有 向 距离 , 按照 该 点 与 ”在 同 侧 或 异 侧 ， 
它 的 坐标 就 分 别 是 正 的 或 负 的 . 令 gaiz 与 gaz 分 别 表示 wa 
与 oa 的 坐标 。 现 在 ,对 于 每 个 EC, 规定 
"ho= gr— gy. 
我们 以 后 要 证 明 的 第 二 个 命题 是 
(2) 函数 :0 一 BR 连续. i 
的 一 个 决定 性 的 性 质 是 ; 它 在 圆 的 任 两 对 径 点 处 的 值 ， 
绝对 值 相等 而 符号 相反 , 即 
hw = 一 hw, 对 于 任何 2EC. 


这 个 式 子 的 证 明和 如 下 ， 注意 到 Dw=Ds, 故 了 (4, w) 一 LO 


wv), L(B, x) =L(B, 2); 因而 沪 ==24 与 如 =zps， 但 是 , 在 
Dw 上, 坐标 的 正 向 与 D。 上 的 相反 ， 从 而 9ez 一 一 9 与 9ail 
一 一 gao, 所 以 | 
hw’ = ga — gt = ~ gat + gao = — hw, 

现在 ， 由 定理 10.1， 存 在 0 的 一 点 z 使 得 hw 一 hw， 对 于 这 
个 2，jh =hz 与 hv’ 一 一 hz 都 成 立 ， 因 而 hz=0， 这 蕴涵 着 
v4 一 zp。 于 是 上 (4, 人世 一 了 (B, %) 这 同一 条 直线 把 4 号 如 按 
面积 各 分 成 两 半 ， 

(了 DD) 的 证 明 : 给 定 一 数 y，D。 上 就 有 一 个 以 gy 为 尼 标 的 
点 。 令 表示 通过 这 点 并 垂直 于 D, 的 直线 ， 又 令 fy 表示 
»。84。 : 


4 在 力 正 侧 ( 在 9 增值 方向 的 一 侧 ) 的 那 部 分 面积 ， 于 是 上 
是 一 个 实 变数 的 实 值 函 数 , :BR>R， 当 Y 从 一 ? 变 到 7 时 ， 
直线 把 0 的 内 部 扫 过 一 遍 ， 设想 是 一 条 钢 针 架 在 横 
槽 D。 上 ， 并 且 与 Ds 成 直角 . 当 钢 针 的 支点 沿 着 横 醒 D。 从 
2 到 ww 时 ， 这 钢 针 横扫 0 的 内 部 。 当 y= 一 7 时， 钢 针 在 2 
处 ， 全 部 4 在 正 的 一 侧 ， 所 以 了 (一 7) 是 4 的 面积 . 当 y=" 
时 , 钢 针 在 % 处 ,全 部 4 在 负 的 一 侧 , 所 以 J7=0. 

为 了 证 明 f 连续 , 令 y, yy ER,. 
其 中 y<y， 于 是 fy 一 fy 是 4 在 
直线 与 ,Ly 之 间 的 那 部 分 面积 . 
因为 这 是 包含 在 图 1.2 中 用 阴影 
表 出 的 矩形 域 中 , 从 而 |fy 一 fy'| < 
27|y 一 y |， 对 应 于 一 个 6e>0, 我 们 
取 6=e/2r， 于 是 ， 当 y 在 y 的 5 
邻 域 中 时 ，fy 就 在 fy 的 e 邻 域 中 ， 所 以 了 在 9 处 连续 ， 因 
为 对 每 个 y 都 如 此 ,所 以 了 连续 ; 

根据 主要 定理 , 当 y 从 一 7? 到 十 7 变化 时 , fy 取 遍 从 4 
的 面积 开始 直到 零 的 诸 值 。 因 此 至 少 有 一 个 y 值 ,使 fy 正好 
是 4 的 面积 的 一 半 ， 因 而 ~ 了 (4, 2) 把 4 按 面积 割 成 两 
半 . 我 们 还 需要 证 明 只 有 一 个 这 样 的 分 割 。 用 反 证 法 ; 设 轧 
与 1%w 都 把 4 分 成 两 半 ( 即 fy~fy)， 而 且 yy ， 不 妨 设 y 
<Y， 令 @ 表 示 介 于 荆 与 Ly 之 间 的 带 形 区 域 , 它 是 一 个 开 
集 , 它 的 补 集 分 成 两 部 分 , 一 份 包 含 Ly 的 正 侧 而 另 一 份 包含 
Ly 的 负 侧 ， 因为 4 是 连通 的 并 且 包 含 这 两 部 分 的 每 一 份 中 
的 点 , 4 必 包 含 @ 的 一 点 , 壁 如 p.， 因为 4 与 Q@ 都 是 开 集 ， 
4 人 Q 是 开 集 ,所 以 它 包 含 p 的 一 个 邻 域 ， 所 以 ANQ 有 正 的 
面积 ， 因 商 fy>fy .这 与 fy=fy 承 盾 ， 就 证 明了 唯一 性 . 


oa.85 。 


闻 料 可 以 证 明 工 (B, ow) 的 存在 与 唯一 性 (证 毕 . 

(2) 的 证 明 因为 有 是 差 Wi ga， 只 要 证 明 色 与 名 连 
续 就 行 了 (参看 第 3 节 的 第 8 题 ). 令 ce 为 0 的 一 点 ; 我 们 要 
证 明 gu 在 点 6 处 连续 。 又 按照 上 面 的 记号 ,， 令 c4 为 直径 D。 
上 的 那个 点 ， 在 该 点 处 垂 线 工 (4, ce) 把 4 切 成 两 半 (参看 图 
11.8). 令 zw 为 0 的 挨 近 6 的 一 点 ， 过 工 (4, o) 与 O 的 交点 
4 与 分 别 作 Ds 的 重 线 玉 与 K'， 直 线 L(4, co) 把 0 的 内 
部 分 成 可 与 六 两 部 分 , 介 于 玉 与 区 ' 之 间 的 带 形 窄 条 把 它 
在 0O 内 部 中 的 补 集 分 成 UV 与 VV' 两 部 分 ,使 IC 与 了 "CT 
所 以 UV 与 VY 的 每 一 个 至 多 包含 4 的 面积 的 一 半 ， 从 而 垂 
直 于 D; 的 并 且 把 4 分 成 两 半 的 直线 工 (4, w) 在 这 罕 条 中 ， 
因而 了 4，2) 与 D, 的 交点 w 也 在 这 罕 条 中 。 因为 过 点 oa 
的 .以 % 为 中 心 的 加 与 D。 相遇 于 这 罕 条 的 内 部 , 从 而 

[gaz— gac| <w, 

其 中 是 这 窄 条 的 宽度 ， 


图 11.3 


要 得 到 ww 的 大 小 的 估计 ,注意 由 两 个 三 角形 的 相似 得 
Ww dle, w) 


Go 人 CO， 
e B86 。 


其 中 e 是 zx 到 已 的 夭 足 .因为 "=4d(z， 2), 上 式 是 
w=— A oad 2) (e, w). 


因为 gw o)<27, 并 且 dl(e, vw)<<adle, vm), 得 


w<2ad(c, 1), 
所 以 |ga%— gac| <2d (0, 2), 
车 e>0, 而 wEN(c, 6/2), 从 而 
1gaz 一 gac| <e. 


这 就 证 明了 g4 连续 .同样 地 gs 连续 .这 完成 了 (2) 与 定理 
11.1 的 证 明 . 

关于 菏 煎 饼 的 第 二 个 问题 , 要求 沿 着 两 条 垂直 的 直线 , 把 
注 饼 两 刀 切 成 四 块 相 等 的 部 分 ， 


定理 11.2 如 果 4 是 平面 中 的 有 和 界 区 域 , 那 末 存在 着 两 
条 垂直 的 直线 ,把 4 分 成 面积 相等 的 四 份 . 


如 同 先前 一 样 ， 把 4 放 在 一 个 圆 0 的 内 部 ,对 于 每 个 
wE0, 令 也 为 垂直 于 D。 的 分 4 成 两 半 的 直线 ， 又 令 及 ,为 
平行 于 也 ,的 分 4 成 两 半 的 
直线 ， 这 两 条 线 把 4 分 成 四 
份 ， 它 们 的 面积 按 反 时 针 方 向 
依次 用 Ps，Q,，R,，S, 表 示 
(看 图 堪 . 和 ,因为 与 K。 
各 把 4 分 成 两 半 , 我们 有 

P+ Qs R,+S, 
与 ”Qs+B=S,+P,. 
这 些 等 式 相 减 ,得 了 一 Rs 与 图 11.4 


e BI 。 


Q@, 一 S,，。 如 果 碰 着 好 运气 还 有 Ps 一 Qs, 则 直线 六 与 五 :就 
解决 了 问题 。 但 一 般 并 不 是 这 样 ;在 Ps 不 等 于 (Ws 时， 设 差 
也 .一 Q=Jfo; 要 问 : 当 z 绕 圆 移动 时 这 函数 fs 怎样 变化 . 如 
果 yEO 是 这 样 一 点 , 它 使 D, 垂直 于 刀 ， 则 显然 有 一。 
与 上 ,一 Ls、 从 而 =8s 与 @y= Re， 因为 了 ;一 Bs, 得 
fy=Py—@= Qs— Ps= ~ (Ps— Qs) = —f%. 

”所 以 当 必 移动 一 段 90° 弧 时 ， 函 数 /改变 了 符 导 。 一 号 证 明 
”了 了 连续 ,就 会 从 主要 定理 得 出 结论 :在 每 一 段 90° 弧 的 某 点 
处 , fz=0. 这 样 的 一 点 提供 了 所 求 的 切割. 

我 们 只 简略 地 描述 一 下 连续 性 的 证 明 . 因为 了 是 两 函数 
的 差 ， 只 要 证 明 Ps 连续 就 行 了 (Q@ 连续 的 证 明 类 似 )。 令 
cEO 是 我 们 要 证 明 P。 在 那里 连续 的 一 点 ， 又 令 2 为 挨 近 O 
的 一 点 . 从 一 对 垂 线 Ze, KK, 过 渡 到 类 似 的 一 对 重 线 工 , K。， 
能 用 两 步 完 成 ， 首 先 绕 着 与 及 ,的 交点 p, 把 二 ,天 。 旋 
转 到 分 别 与 Ze 下。 平行 的 一 对 垂 线 以 , Ks,. 旋转 角 a 是 0 
上 从 6 到 zw 的 劣 弧 所 对 的 角 . 第 二 步 是 把 区, Ks 平移 到 
了 上。， 可 以 看 到 ,从 P, 到 已 的 改变 量 不 会 大 于 顶点 在 卫 
而 角 为 “的 C 的 偏心 扇形 的 面积 ， 这 面积 至 多 是 3rdg(c,， z)， 
”其 中 7 是 0 的 半径 。 介 于 及 与 也 之 间 并 且 在 O 内 部 的 面 
积 U 至 多 是 2rw 其 中 是 民 与 上 之 间 的 距离 ， 同 样 , 介 
于 五 。 与 及。 之 间 的 面积 六 至 多 是 27rv， 从 书 到 Ps 的 改变 
量 显然 小 于 

过 十 扩 入 27(vw 十 四 
还 可 以 看 出 ,Ze 与 Z 的 交点 9 是 在 0 的 内 部 ,因为 五 与 也 
分 4 成 两 半 并 且 4 是 连通 的 ， 这 说 明 d(p, 9) <27 于 是 ， 
出 于 相似 三 角形 , %<24(c, w)， 同 样 , ?<24d(o vw)， 把 这 些 
估计 放 在 一 起 ,就 得 出 


® VS 。 


[1P,— P,! <i0rdle, »). 


所 以 ,如 果 给 定 一 数 se>0, 取 5-e/107, 则 对 于 每 一 %EN(6， 
58), 都 有 | 了 Ps 一 了 Pe| <e。 证 毕 。 


[Se] 


习 题 


.两 个 薄 藤 饼 放 在 同一 个 贺 形 案板 上 ， 一 个 恰 吓 正方 形 而 另 一 个 恰 


是 圆 形 ， 切 一 刀 把 这 两 个 讲 的 每 一 个 正好 分 成 两 半 ， 描述 这 个 切 
法 


. 对 于 任意 两 个 正 多 边 形 形 状 的 薄 前 饼 ,，“ 中 心 线 " 方 法 能 行 得 通 吗 ? 
用 垂直 的 一 对 直线 能 把 一 个 正方 形 薄 煎饼 分 成 四 个 相等 部 分 ; 问 


这 种 切 法 有 多 少 种 ? 


.在 用 牌 直 的 一 对 直线 把 任意 的 薄 前 饼 分 成 四 等 份 时 ， 已 证 明 当 zx 


描 出 90° 贺 弧 时 , 函数 已 一 @。 有 一 次 是 零 . 说 明 当 z 描 出 整个 贺 
时 ,这 结果 并 不 蕴涵 至 少 有 四 个 这 样 的 分 法 . 

如 果 一 个 薄 煎 饼 是 圆 的 , 而 另 一 个 是 不 规则 的 , 给 出 一 个 直接 的 论 
点 (不 同 于 书 中 的 ), 来 证 明 存在 着 单独 的 - -条 直线 , 把 两 个 放 饼 都 
切 成 两 半 。 


.在 定理 11.1 中 ,把 直线 形 的 刀 代 之 以 半圆 形 的 刀 ， 这 半圆 形 的 半 


径 等 于 包含 这 两 区 域 的 圆 0 的 直径 . 类似 于 命题 GD， 考虑 半圆 贺 
心 在 以 * 为 起 点 并 过 2 的 射线 上 的 切割 ， 用 这 种 类 型 的 刀 来 切 ， 
论点 在 何 处 失效 ? 用 什么 类 型 的 弯曲 的 刀 , 这 论点 成 立 ? 


12， 多 项 式 的 零点 
下 一 个 定理 是 主要 定理 在 代数 学 上 的 应 用 . 


定理 入.1 一 个 实 系数 的 奇 次 多 项 式 至 少 有 一 个 实 零 


e 80% 


图 12.1 


要 领会 这 定理 的 含义 ， 让 我 们 观察 偶 次 多 项 式 与 奇 次 多 
项 式 的 一 些 特例 , 首先 ,车 多 项 式 为 一 次 ,fz 一 ez 十 5, 9 天 0, 则 


yav+b 的 图 形 是 一 条 直线 , 它 交 42 轴 于 2 一 一 也, 所 以 多 项 


式 以 的 这 个 值 为 零点 。 其 次 ， 考 虑 抛物 线 y 一 ae 二 二 作为 
二 次 多 项 式 的 一 个 例子 (看 图 12.1). 这 曲线 完全 位 于 上 半 个 
坐标 平面 内 ， w+ 并 的 最 小 值 是 1， 因为 对 于 任何 实数 wm 人 
之 0; 因而 多 项 式 没有 实 零点 。 同 样 , we 十 1 没有 实 零 点 ; 2 一 
2xs 上 5 也 没有 , 因为 
太一 203 十 5 一 (22 一 1)3 十 4 

决 没有 一 值 小 于 4( 看 图 12.2)， 另 一 方面 ， 侦 次 多 项 式 oe 一 
4z 十 3 有 实 零 点 w=1 与 一 3( 看 图 12.83) . 

4 一 好 一 5 十 E 的 图 形 是 图 12.4 中 所 示 的 曲线 ， 它 在 一 2 
与 一 1 之 间 的 某 处 穿 过 < 轴 ， 多 项 式 ”一 2w3+w 十 4 的 次 数 
为 5 它 的 图 形 如 图 12.5 所 示 ， 在 -1.7 与 -1.6 之 闻 的 某 
处 窒 过 Zz 轴 . 

在 我 们 的 例子 中 ， 每 一 个 奇 次 多 项 式 的 图 形 从 一 co 上 
” 升 , 穿 过 “ 轴 , 最 后 趋向 二 co。 偶 次 多 项 式 的 图 形 从 十 co 下 
* 00。 


Ym 24 一 272 十 5 


一 1 


图 12.2 | 图 .12.3 


2 2 


12.4 12.5 


降 , 再 回升 到 十 co, 其 间 可 能 有 一 些 摆动 , 在 我 们 的 例子 中 ， 
有 些 从 不 穿 过 “ 轴 . 定理 12.1 的 要 点 是 : 奇 次 多 项 式 决 不 会 
这 样 ; 每 一 个 实 系数 的 奇 次 多 项 式 至 少 有 一 个 实 零 点 。 
要 证 明定 理 12.1, 只 需要 考虑 形 如 
f 82) 一 加 十 aa 十 … 十 Go t+ a 

的 多 项 式 . 因 为 如 果 最 高 次 项 的 系数 不 是 1, 能 用 这 系数 的 
倒数 遍 乘 多 项 式 的 每 项 而 不 至 于 改变 多 项 式 的 零点 ， 对 于 
w 关 0，, 可 以 把 了 (w) 写 成 


人 (1+ 入 十 … 十 名 入 二 en )， 
v 化 化 
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或 Jo) 一 x"*q (zx), 其 中 


一 CH so Qn—i 十 Cn 
gq (%) 工 十 化 士 i 1 2 。 


我 们 证 明 的 方法 在 于 说 明 奇 次 多 项 式 了 在 某 些 “处 是 负 的 ， 
在 另外 一 些 x 处 却 是 正 的 ， 并 且 是 连续 的 。 于 是 从 主要 定理 
就 会 获得 所 寻求 的 结论 

如 果 是 这 样 一 个 数 ,使 得 


CT Ws Cn 
Ba w” 
的 每 一 项 的 绝对 值 小 于 1/n, 那 末 这 项 的 和 
h(w) = 笃 十 了 2 


的 绝对 值 小 于 %/n=1; 这 总 是 说 有 是 介 于 一 4 与 +1 之 
间 , 又 因为 9(z) =1+h(w), 9(%) 是 正 的 . 为 着 找 出 使 这 成 立 
的 一 个 数 z， 先 看 . 
nal, loa) 1 lonl)Y", 
中 的 每 一 个 数 , 选 出 比 它们 都 大 的 一 个 数 5b. 要 说 明 对 于 一 个 
使 |z| 之 5 的 w, 9( 四 是 正 的 ,只 需 用 到 下 列 事实 ; 不 等 式 
[1z|>nlel, Iz|> eal)Y3, 1, |s|> Chor))™" 


蕴涵 < 荆 i. | i 
’ 2 人 “ 


2 i 多 

对 于 使 |z| 之 5 的 w 值 ， 多 项 式 的 符号 就 是 w" 的 符号 ， 因 为 
Jo) 一 w"g(w) 而 gq(w) 是 正 的 .因为 % 是 奇数 , 刀具 有 2 的 符 
号 。 于 是 一 时 多 项 式 是 正 的 ， 而 "一 一 /时 多 项 式 是 负 
的 。 

要 应 用 主要 定理 来 断定 一 6 与 之 间 存 在 一 个 零点 ， 必 
须 证 明 多 项 式 是 一 个 连续 函数 ， 在 第 3 节 中 已 指出 任 一 常数 
函数 (好 零 次 多 项 式 ) 与 任 一 恒 等 函 数 ( 妈 一 次 多 项 式 ) 都 是 连 
a 02 。 


01 
化 


”5 


续 的 .在 下 面 的 习题 2 中 , 要 求证 明 连 续 函 数 的 积 是 连续 的 . 
从 而 只 =22 连续 ,23 一 吉 "w 连续 ,并且 由 归纳 法 , 对 于 每 一 
个 上 or 都 连续 、 因 为 ”与 常数 4 都 连续 ,同一 结果 告诉 我 们 
任 一 单项 式 aw* 连续 . 每 一 个 多 项 式 是 它 的 诸 单 项 式 的 和 ， 
而 连续 函数 的 任何 和 仍 连续 ( 见 第 3 节 的 习题 8 与 答案 ); 所 
以 每 个 多 项 式 连 续 。 


习 题 

1. 证 明 多 项 式 妇 是 一 连续 函数 ， 

2. 证 明 两 个 连续 函数 了 与 9: [a, 5] 一 的 乘积 是 连续 函数 , [提示 ; 
[Cfr) (gr)— (fr ) ge) | =|(fr) (ge— gr) + (fr fr ) gr')| 

<|fzllgs—gr|+|fr—fz'||gr’'|.] 

3. 什么 因素 决定 一 个 % 次 多 项 式 在 x=0 处 的 正 负 号 ? 

4. 利用 判别 准则 |z| > (mjas1)17? 求 出 一 数 5， 使 得 多 项 式 f(z) = 
一 22? 一 3 在 zx>b 时 是 正 的 , 而 在 z< 一 b 时 是 负 的 . 把 这 多 项 式 
分 解 成 线性 因 式 以 求 出 最 小 的 数 a, 使 得 在 >a 时 f(z)>0, 以 及 
最 大 的 数 c, 使 得 在 x<c 时 f(z)<0. 

5 利用 判别 准则 |z|> 《xlas1)14%* 求 出 一 数 5 使 得 多 项 式 25 一 3z 人 十 
1235x3 十 20072 一 2 二 2 在 了 >hPb 时 是 正 的 ， 而 在 zx< 一 b 时 是 负 的 . 
《注意 ， 习 题 4 中 的 三 次 多 项 式 容易 分 解 成 线性 因 式 ， 但 本 题 中 的 
五 次 多 项 式 就 不 然 .》 
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第 二 编 
二 维 时 的 存在 定理 
13. 平面 的 自 映 射 


在 引言 中 已 提 到 ， 第 二 编 的 目的 是 证 明 一 对 联 立 方程 的 
解 的 存在 定理 。 这 个 定理 在 第 18 节 中 叙述 ， 它 的 证 明 在 第 
26 节 中 完成 ， 第 27 节 一 直到 第 36 节 是 应 用 这 定理 到 映射 
的 不 动 点 、 向量 场 的 奇 点 以 及 多 项 式 的 零点 等 问题 上 ， 为 了 
提出 这 主要 定理 ， 必 须发 展 第 一 编 的 一 维 概念 的 二 维 类 似 ， 
所 需 的 关键 概念 是 平面 中 一 闭 曲 线 围绕 不 在 该 曲线 上 一 点 的 
圈 数 ， 我 们 将 首先 给 出 这 概念 的 一 个 直觉 定义 连同 主要 定理 
的 一 个 直观 证 明 ( 第 17, 18 节 )。 在 第 19 一 26 节 中 再 使 定义 
精确 ,证 明 严密 ， 

记 住 ， 第 一 编 的 主要 定理 讨论 的 是 从 一 线段 到 一 直线 的 
映射 太 [as， 引 一 刁 ， 还 给 出 点 YE 五 所 应 满足 的 条 件 ,， 使 得 
在 这 条 件 下 能 断言 y 是 在 象 f[o,，] 中 ( 即 fa<y<f5)， 第 
二 编 的 主要 定理 将 讨论 从 平面 P(= 有 9) 的 一 部 分 了 D 到 了 的 
映射 1:D 一 了 , 并 给 出 能 断定 一 点 yEP 了 在 象 DD 中 的 条 
件 ;. 


了 在 引言 中 我 们 说 过 本 定理 是 讨论 一 对 联 立 方程 (zc， 幼 一 a 与 9(z， 分 一 
5 的; 这 形式 现 转变 为 目前 的 形式 ， 因 为 我 们 用 记号 (zt，m) 埠 换 了 
(人 ,用 (1 Yo) 替换 了 (a, 人 ,用 ( fz) 替换 了 (f, 人 ,并 且 把 数 对 
(zu 22)，Ga， go) 作为 卫 中 点 2 9 的 坐标 。 
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还 应 记 住 , 我 们 看 到 六 [w, 如 一 卫 的 图 形 这 一 概念 在 说 
明 主要 定理 的 意义 以 及 在 几何 直观 地 揭露 它 的 真实 性 方面 
都 非常 有 用 。 在 二 维 空间 中 我 们 也 可 以 谈 映射 1: D 一 了 的 
图 形 。 但 必须 注意 它 率 涉 到 这 样 一 个 事实 , 平面 P- 胎 的 
一 个 点 由 两 个 实数 (wz, za) 表示 , 它 的 f 象 需要 另 两 个 ， 
这 上 以 有 它 人 各 组 记 的 这 一 一 对 点 由 四 个 数 表 
示 , 并 且 图 形 上 的 一 个 点 是 四 维 空间 的 一 这样, 开 的 图 形 
是 中 的 一 个 曲面 . 

这 里 是 我 们 遇 到 的 第 一 个 困难 . 用 图 下 说 明 我 们 的 定 
理 , 需要 我 们 具有 能 看 出 四 维 空间 中 一 个 曲面 的 能 力 ( 我 们 没 
人 有 此 能 力 )， 所 以 我 们 必须 采取 一 种 不 同 的 看 出 映射 的 方 
法 ， 如同 第 一 编 第 2 节 中 所 简 述 的 用 图 表示 象 以 及 原 象 的 方 
法 ， 在 这 一 节 的 其 余部 分 中 , 我 们 将 用 同样 的 方法 来 讨论 较 
复杂 的 映射 。 我 们 的 意图 是 加 强 儿 何 直观 ， 并 指明 后 续 各 定 
理 的 一 般 性 程度 . 

在 第 一 编 第 2 节 中 我 们 讨论 本 平移 .旋转 ,反射 以 及 相似 
变换 作为 平面 的 自 映射 、 一 个 较 复 杂 的 贞 射 是 ， 它 在 一 个 方 
向 放大 长 度 而 在 另 一 方向 缩小 之 ， 图 13.1 说 明 一 个 映射 
它 使 水 平方 向 的 长 度 扩大 一 倍 而 使 重 直 方向 的 长 度 缩小 一 
半 . 显然 它 改 变 了 角 与 形状 . 它 把 一 阿 映 成 一 椭 噩 ， 惊 奇 的 
是 它 把 任 一 直线 映 成 直线 . 
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图 13.2 说 明 一 个 剪 切 变换 P->P。 设想 有 一 个 格子 要 
拦 , 是 用 许多 水 平 的 与 铅 垂 的 长 而 窗 的 木 条 作成 的 ,水 平 木 条 
与 铅 垂 木 条 的 每 一 交点 处 用 一 个 钉子 钉 着 ， 这 样 一 个 结构 不 
是 刚体 的 , 而 在 手指 碰 着 它 时 , 它 就 能 回转 , 作 一 个 剪 切 变换 ， 
一 个 剪 切 也 把 图 有 映 成 椭圆 , 把 直线 有 映 成 直线 . 


一 一 区 一 一 


7 
A 
eo 


图 13.2 


直到 珊 在 为 止 , 所 考虑 的 映射 都 是 一 对 一 的 ， 我 们 也 要 
考虑 不 是 一 对 一 的 映射 。 图 13.3 表明 沿 着 书 的 一 条 直线 把 
P 卫 简单 地 折 肥 起来， 沿 着 折 益 线 , 这 映射 是 一 对 一 的 ,但 在 折 
彼 线 上 部 的 每 一 点 是 平面 的 两 个 不 同 点 的 象 . 


13.3 


图 13.4 说 明 一 平面 盖 满 它 自 身 两 次 的 一 种 映射 ， 中 心 
点 2 映 成 它 自身 .射线 工 的 每 一 点 也 固定 . 每 一 条 以 > 为 起 
已 的 射线 刚体 地 映 成 一 条 以 z 为 起 点 的 射线 , 但 后 者 与 工 的 
夹 角 两 们 于 前 者 与 工 的 夹 角 ， 考 虐 一 条 以 常 角速度 绕 2 放 
96 。 


13.4 


转 的 射线 ; 它 的 象 是 用 两 倍 于 这 速度 绕 z 旋转 的 射线 。 当 第 
一 条 射线 绕 过 半 转 时 , 它 的 象 完成 一 个 整 圈 . 把 z 除外 , 这 个 
喘 射 是 2 到 工 的 ， 每 一 个 以 2 为 中 心 的 圆 围绕 自身 两 次 。 用 
一 个 整数 % 习 角速度 ， 就 得 出 一 个 类 似 的 上 映射 它 是 % 到 
1 的, z 除外 . 

还 有 更 贫 杂 的 映射 .把 卫 缠 绕 P 了 无 限 多 次 , 图 18.5 就 
表示 出 这 人 么 一 个 映射 。 水平线 了 上 映 成 单独 一 个 点 2 而 每 条 
馈 牌 线 刚 体 地 映射 成 过 2 的 一 条 直线 。 当 铅 垂 线 以 常 速 度 沿 
水 平方 向 移动 时 , 它 的 象 以 常 角速度 绕 着 旋转 . 此 图 只 显示 
出 180” 的 旋转 ， 这 个 映射 是 oo 到 工 的 . “的 原 象 是 一 整 条 
直线 了 任何 其 它 点 的 原 象 由 两 排 孤 立 的 点 组 成 ， 一 排 在 忆 
之 上 而 另 一 排 在 了 之 下 , 一 排 中 每 对 相 邻 的 点 都 等 距 . 


图 13.5 


97 。 


能 够 用 几 句 话 明确 地 描述 的 映射 , 通常 都 太 简单 , 远 不 能 
说 明 一 般 情形 下 的 映射 的 复杂 性 .图 13.6 说 明 一 个 较 复杂 
的 映射 我们 不 详细 地 描述 它 ,上 只 说 : 它 把 一 族 同心 圆 映 射 成 
一 族 8 字形; 了 的 象 正好 是 卫 在 两 条 射线 所 围 区 域 中 的 那 一 
部 分 。 直观 地 说 , 卫 的 象 可 以 看 作 是 沿 着 一 条 直线 拌 出 来 的 
一 串 同 心 圆 , 其 中 的 每 个 圆 还 都 同时 扭 弯 成 8 字形 . 


图 13.6 


习 是 


十 用 下 面 两 个 映射 来 复合 成 映射 f:P -> P， 设想 是 桌子 上 铺 开 
的 一 张 无 穷 大 的 纸 ， 纸 上 又 放 了 一 根 无 穷 长 的 圆柱 形 @, P 上 的 
? 轴 与 @ 的 轴 平 行 ， 首 先 把 平面 了 卷 成 9, 使 得 与 > 轴 平行 的 直 
线 与 @ 的 轴 平 行 ; 其 次 ,把 8 垂直 投影 到 卫 ， 描述 在 了 作用 下 (a)， 
\b)，(e)，(d) 的 象 ; 
(2) 平面 也 ， 〈b》 水 平 直线 9 一 常数 ， 
《c) 铅 垂 直线 “= 常数 ，〈d) 斜 直线 . 
《e) 描述 一 点 的 原 象 . 

3. 令 卫 为 通过 球 8 中 心 的 平面 . 作 f: P-> 呈 如 下 , 首先 从 极 p 作 
球 极 平面 射影 卫 一 S， 然 后 作 从 5 回 到 了 的 垂直 射影 。 描述 (a) 
的 象 ,(b)P 中 一 直线 荆 的 象 , (e)7P 的 一 点 的 原 象 . 

3 如 果 玫 是 前 面 的 图 13.5 的 映射 , 描述 下 列 (a)，(b)，(e) 的 象 ， 
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《a) -条 铅 垂直 线 ， 
《b) 与 直线 了 距离 为 ” 的 一 条 水 平 直 线 ， 
(ce) 一 条 斜 直线 . 
(d) 只 考虑 了 的 定义 域 中 的 那 部 分 Pi 它 
的 了 象 fPi 盖 满 值 域 的 第 一 圈 又 半 
疾 ， 作 酷 图 表明 图 13.7 在 总 中 的 原 
象 。 图 13.7 


14. 圆 片 


在 一 维 空间 诸 定 理 的 叙述 与 证 明 中 ， 区 间 是 一 个 重要 角 
色 . 对 于 二 维 空间 的 定理 , 圆 片 将 起 类 似 的 作用 .我 们 规定 ; 
平面 中 一 图 与 它 的 内 部 的 并 和 集 叫做 一 个 国 片 D， 贺 O 岂 
做 了 的 边界 ， 圆 片 D 由 它 的 中 心 z 与 它 的 半径 7 确定 .点 
在 圆 片 中 如 果 它 与 z 的 距离 小 于 或 等 于 半径 ， 也 就 是 , ED 
指 的 是 d(%w, 2) sy 

我 们 已 注意 到 ， 任 两 区 闻 是 相似 的 , 所 以 是 拓扑 等 价 的 ; 
任 两 图片 DD 与 DD 也 如 此 、 如 果 史 与 D 的 中 心 不 是 同一 点 ， 
则 可 以 把 D' 平 移 到 与 D 有 同一 中 心 的 D" 处 . 于 是 , 在 z 处 
一 个 适当 的 放大 或 缩小 将 把 D" 映 成 D. 

在 一 维 时 , 直线 的 任 一 子 集 车 与 一 区 间 拓 扑 等 价 , 则 这 子 
集 本 身 是 一 个 区 间 , 因为 它 必 须 是 紧 致 的 .连通 的 .但 在 平面 
中 就 有 许多 很 不 相同 的 子 集 与 一 个 圆 片 拓扑 等 价 ， 例 如 在 一 
个 剪 切 变换 下 ,一 夯 片 能 映 成 一 椭圆 与 它 的 内 部 ， 图 14.1 说 
明 一 贺 片 映 成 一 简单 闭 曲 线 与 它 的 内 部 的 一 个 拓扑 映射 。 中 
心 ? 映 成 2， 面 也 的 每 条 径 向 线段 zy 由 一 相似 变换 (放大 或 
缩小 ) 映 成 平行 线段 xy， 对 于 任何 是 多边 形 , 例如 三 角形 或 
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图 14.1 


和 矩形 ,也 可 以 用 同样 的 办 法 . 

在 第 二 编 的 定理 中 ,能 把 圆 片 这 个 名 称 解释 为 , 与 圆 片 拓 
扑 等 价 的 这 些 图 形 中 的 任 一 个 .但 因为 圆 片 的 对 称 性 以 及 易 
于 描述 ,我 们 宁愿 选择 它 来 代表 其 它 拓 扑 等 价 的 图 形 . 

圆 片 了 当然 是 有 界 集 ， 因 为 它 处 于 任 一 个 以 它 的 中 心 为 
中 心 而 半径 较 大 的 圆 之 内 . 它 也 是 一 个 闭 集 , 因为 它 的 补 集 
的 每 个 点 有 一 个 邻 域 不 与 D 相遇 ; 事实 上 ,车 y 不 在 D 内 , 则 
ad(y, 四 大 于 DD 的 半径 ， 从 而 半径 为 "一 4d(y, z) -7 的 y 的 贺 
邻 域 就 不 包含 也 的 点 。 因为 也是 闭 的 而 且 有 界 , 从 而 也 是 
一 紧 致 集 ， 于 是 , 在任 一 映射 :DD~> P 作 用 下 , 象 了 DD 是 紧 致 
的 ,所 以 是 闭 而 有 界 的 

对 于 了 DD 的 任意 两 点 ,连接 它们 的 线段 也 在 D 中 ,所 以 也 
是 一 个 连通 集 。 于是， 对 于 任 一 映射 :D>P，fD 是 连通 
的 ， 


习 题 

1. 如 果 把 一 圆 片 沿 一 直径 切 成 两 半 ， 试 证 那 包含 直径 的 闭 的 半 个 
片 与 一 留 片 同 豚 ， 推断 出 ; 与 一 圆 片 同 胚 的 任何 空间 也 与 这 半 个 
圆 片 同 胚 . 

3. 训 果 马 是 一 圆 片 而 0 是 它 的 边界 圆 ， 试 证 能 把 任何 同 胚 g: C -> C 
扩张 成 一 同 胚 f;D>D. 

3 如 玉 4 与 吾 为 也 的 两 个 子 集 ， 它 们 都 与 一 个 贺 片 同 胚 ,又 如 果 

* 100， 


4n 互 是 每 个 边界 曲线 上 的 一 段 弧 , 试 证 4U 8 与 一 加 片 同 肛 ， 
4. 图 二 .2 的 渚 图 形 中 , 哪些 与 一 圆 片 问 胚 ? 


.9 ©%) 这 (0) 
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5.，(a) 如 果 把 图 考 .3 的 最 后 一 个 图 形 ,在 4 处 切 掉 了 一 细 窗 条 如 图 
二 .3 所 示 , 问 这 剩 下 的 集合 是 否 与 一 圆 片 同 胚 ? (b) 在 4, B 与 
C 处 前 切 的 哪 一 种 组 合 会 给 出 贺 片 的 同 肛 象 > 《ce) 如 果 一 个 图 形 
有 三 个 洞 ,需要 多 少 剪 切 来 给 出 圆 片 的 同 胚 象 ? 


图 和 4.3 


15. 主要 定理 提 法 的 初步 尝试 


二 维 时 的 主要 存在 定理 类 似 于 一 维 时 的 主要 定理 。 它 
说 , 如 果 j 忆 一 卫 是 从 图片 到 平面 的 映射 , 则 对 于 满足 一 定 
条 件 的 每 一 点 yE 了 P, 方程 fz 一 y 有 一 个 解 zED、 这 个 条 件 
的 提 法 颇 为 复杂 . 我 们 将 先 提出 几 个 简单 而 貌似 合理 的 条 
件 , 然后 说 明 它们 为 何不 够 恰当 ; 经 过 这 么 几 个 阶段 来 获得 明 
确 提 法 . 
在 一 维 的 定理 中 , 九 是 闭 区 间 [c, 52], y 所 满足 的 条 件 是 
。Z07 。 


它 介 于 fa 与 15 之 闻 ， 这 里 4 与 5 为 区 间 端 点 ,并且 把 区 间 
与 直线 的 其 余部 分 分 开 . ,在 加 片 的 情形 , 如 的 最 外 边 的 点 是 
边界 回 C 的 点 , 而 C 把 D 与 平面 的 其 余部 分 分 开 ， 于 是 要 
提出 的 条 件 可 以 说 成 y 以 某 种 方式 与 fc 有关。 说 “4 介 于 
fC 间 ”， 这 明显 是 胡扯 。 如果 把 一 维 时 的 条 件 改 说 成 : 要 
求 y 被 fa 与 15 包围 着 ,这 跟 < 介 于 fa 与 /5 之 间 ” 有 同样 意 
义 ,而 二 维 时 的 类 似 语 狼 被 JC 包围 着 ” 却 有 了 直观 的 意义 ， 
让 我 们 试 着 确切 地 提出 这 个 说 法 。 作为 尝试 的 第 一 步 , 考虑 
“y 是 以 fC 为 边界 的 图片 的 一 点 ">， 这 不 恰当 , 因为 对 于 许多 
映射 了 来 说 , 0 不 是 一 个 加 它 很 容易 是 一 椭圆 或 一 矩形 . 
作为 第 二 步 尝试 ,考虑 “gy 是 以 fC 为 边界 的 区 域 的 一 点 ”>， 这 
比较 好 些 ， 但 排斥 了 fC 是 8 字形 这 种 可 能 情形 。 作为 第 三 
步 尝试 ,试用 “y 是 某 个 有 界 区 域 的 一 点 , 这 区 域 的 边界 包含 
在 fC 中” 在 我 们 检查 一 下 图 15.1 所 示 的 一 个 F:D-> 忆 的 
例子 之 前 , 这 说 法 似乎 是 所 需要 的 映射:D > 卫 最 好 用 从 
左 到 右 所 画 出 的 几 步 来 描述 ， 首先 ， 把 DD 拉 成 一 长 的 窄 条 
妃 ， 其 次 ,把 如 变 成 一 弯曲 形状 的 也, 它 象 加 厚 了 的 一 个 加 
的 四 分 之 三 ， 最 后 , 把 五 继续 往 下 弯 , 到 两 端 重 和 在 最 后 的 
图 形 fD 中 为 止 、 标 出 的 点 9 不 在 fD 中 ,可 是 它 属于 一 个 有 
界 区 域 , 其 边界 在 ,fo 中 。 


最 后 这 个 例子 清楚 地 显示 出 我 们 必须 克服 的 困难 . /7 
中 标 以 y 的 点 与 JC 有 什么 关系 ,而 点 9 却 没 有 这 种 关系 ? 管 
案 的 提 法 用 到 我 们 将 要 发 展 的 一 个 新 概念 ， 曲 线 围绕 一 点 的 
国 弱 数 ， 我们 将 看 到 .让 CO 围绕 点 Y 的 圈 数 不 是 零 ,而 它 围绕 
点 9 的 圈 数 是 零 . 这 就 是 为 什么 fz=y 有 一 个 解 2E 忆 但 
fz 一 y 却 无 解 。 


习 题 


i， 用 一 例 来 说 明 , 对 于 一 点 y 所 加 的 下 述 条 件 不 能 保证 y EfD; 如 果 
z 是 也 的 中 心 , 则 y 与 fz 在 P~f0 的 一 连通 子 集中 ， 


16 .曲线 与 闭 曲线 


在 这 以 前 ,“ 曲 线 ” 这 个 词 指 的 是 连续 函数 f: [a, 58] 一 忆 
的 图 形 ， 现 在 我 们 需要 在 下 列 比较 广 的 意义 下 用 这 个 词 . 平 
面 中 一 条 曲线 定义 为 从 实数 的 某 个 区 间 [4, 要 到 平面 了 的 一 
个 映射 9: [ww 0] 一 了 P， 每 一 数 i€ [a, 要 可 以 看 成 时 间 的 一 
瞬间 ,对 应 点 gt EP 了 可 以 看 成 一 动 点 在 时 刻 t 的 位 置 ,于 是 一 
条 曲线 可 以 当 作 一 动 点 走出 来 的 道路 。 特 别 是 任何 一 条 曲线 
有 一 个 定向 ， 意 思 是 选 定 沿 曲线 从 pa 到 82 的 方向 为 正 向 , 
这 是 随 着 时 间 增 加 的 运动 方向 。 画 曲 线 的 图 形 时 , 用 篆 头 表 
示 定 向 , 如 图 16.1 所 示 。 注 意 , 我 们 容许 一 条 曲线 自 交 ; 即 动 
点 能 在 儿 个 不 同时 刻 通 过 同一 点 。 再 者 , 动 点 也 可 以 在 一 段 
时 间 内 保持 静止 。 例如 ， 把 整个 区 间 [6, 9] 映 成 单独 一 点 的 
常 值 函数 就 是 我 们 意义 下 的 一 条 曲线 如 时 一 条 曲线 的 起 点 
和 次 点 是 同一 点 , 即 pe 一 2， 它 就 叫做 闭 曲 线 。 

在 卫 中 ， 从 一 点 4 到 一 点 B 的 线段 工 可 以 表示 为 一 曲 
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线 。 记 住 , 任 两 线段 总 是 相似 的 。 所以, 如果 9: [o, 5]-> 工 
是 相似 变换 ,使 ga 一 4 与 95 一 B, 则 9 定义 一 条 雪线 , 它 的 象 
是 工 ， 这 例子 中 的 动 点 具有 常 速度 . 

连续 函数 了 : [w, 如 -> 的 图 形 是 一 条 曲线 ， 我 们 上 只要 
对 于 每 个 1E [4, 9], 令 pt 是 坐标 为 @, 有 的 点 即 可 这 种 
类 型 的 曲线 既 不 自 交 ， 也 不 是 闲 的 ， 因 为 4 六 二 区 涵 ph 与 
gb 这 两 点 有 不 同 的 横 上 坐标 . 

任 一 加 0 按 下 述 标准 方式 可 夏 作 是 一 条 闭 曲 线 ， 令 2 表 
示 C 的 中 心 并 令 Zo 表示 从 : 出 发 的 一 固定 射线 (包含 起 点 的 
” 半 直 线 ). 对 于 +E [0, 卫 ,定义 由 如 下 :80 是 To 与 C 的 交点 ， 
gt 是 0 的 这 样 一 点 , 使 连接 z 到 gt 的 线段 与 5 在 2 处 的 交 


角 是 360t 度 ， 例 如 9 ( 子 ) 是 在 90" 处 的 点 ( 绕 鸭子 图 处 ). 


(看 图 16.2.) 因为 整个 圆 有 360°, 我 们 有 gl1=wg0。， 在 这 个 情 
况 下 , 动 点 也 有 一 个 常 速度 ， 

和 矩形 的 边界 同样 可 以 看 作 是 一 条 闭 曲 线 . 取 一 区 间 
[4, e] ,用 45<e<a<e 的 数 5, 6c, 9 把 这 区 间 [a, 4 分 成 四 
个 子 区 间 。 命 矩形 的 四 个 顶点 按照 局 详 顺序 为 4，B，C， D. 
如 同上 例 ， 能 定义 9 使 得 它 把 区 间 [e， 妇 ，[5，o]，fe， 轨 与 
[4, el 分 别 映 成 线段 4B, BL, 0D 与 D4， 则 线 是 闭 的 , 因 
,104。 


为 94 一 4 与 ge 一 4. 

我 们 用 图 作 的 说 明 ， 可 能 会 使 人 们 倾向 于 把 一 曲线 p 寻 
作 不 过 是 象 集 vp[a, 中; 这 却 是 误解 。 故 必须 强调 指出 曲线 
是 映射 例如 , 把 圆 看 作 是 六 曲线 ,就 有 无 穷 多 的 标准 表示 
法 ,Lo 的 每 一 选择 就 有 一 个 表示 。 


习 题 


1. 设 以 * 为 半径 的 一 个 车 轮 沿 着 一 条 单轨 滚动 而 不 滑行 ,轮子 中 心 
描 出 一 条 平行 于 路 轨 的 直线 ， 试 画 出 下 列 各 点 经 过 的 道路 : 
(Ca) 轮子 外 圈 上 的 一 点 ; 
《b) 与 轮子 中 心 距离 为 */2 的 一 点 ; 
(6) 与 轮子 中 心 距 离 为 57 和 的 一 点 . 
2， 如 果 产 [o 8] 一 卫 与 9:P 一 局 部 连 续 ,证 明 gf 是 一 条 曲线 . 
,如果 f:[0，1J>[4a，5J] 是 使 有 0=4 与 入 =b 的 相似 变换 , 求 出 
t€ [0, 4] 时 到 的 公式 .给 出 另 一 个 这 种 映射 的 公式 , 它 不 是 相似 
变换 , 
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17. 围绕 数 的 直观 定义 


令 9:[4, 切 一 卫 为 一 闭 曲 线 , 令 9 为 平面 卫 的 不 在 曲线 
上 的 一 点 ,对 于 区 间 中 的 每 个 令 工 表示 从 点 yy 开始 并 通 
过 gt 的 射线 。 当 从 a 变 到 5 时 ,点 pt 描 出 这 曲线 , 而 射线 
工 绕 着 它 的 固定 端点 yy 旋转。 因为 曲线 是 闭 的 , 最 后 回 到 
它 的 初始 位 置 一 上 L。。 所 以 这 射线 在 运动 的 全 过 程 中 ,围绕 
着 y 旋转 了 若 于 个 整 圈 ， 整 圈 的 个 数 叫做 闭 蝎 线 m 在 点 4 处 
(或 围绕 奶 的 围绕 数 , 并 用 简单 记号 本 (op, 起来 表示 这 个 数 
通常 约定 ,及 时 针 方 向 旋转 时 这 个 数 是 正 的 , 顺 时 针 方 向 旋转 
时 是 负 的 。 
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17.1 17.2 


在 图 开 中 ,把 圆 看 作 16 节 所 述 的 一 条 闭 曲 线 , 它 围绕 
它 的 中 心 一 次 ， 它 也 围绕 圆 内 任 一 点 一 次 。 但 是 它 围绕 圆 外 
任 一 点 的 围绕 数 是 零 . 设 y 是 圆 外 任 一 点 .以 9 为 起 点 的 射 
线 中 恰 有 两 条 与 这 圆 相 切 ， 它 们 小 于 180" 的 夹 角 包 含 这 个 
贺 。 当 gt 描 出 这 个 圆 时 ， 固 定 在 9 处 的 射线 工 扫 过 平面 夹 
在 两 切线 之 间 的 部 分 。 工 先 向 一 个 方向 扫 去 ; 达到 一 边界 
〈 切 于 圆 的 射线 之 一 ) 后 就 道 转 方向 ， 结 果 是 未 旋转 完 一 次 就 
回 到 它 的 初始 位 置 ( 见 图 17 .2). 

在 图 好 .3 中 , 闭 曲 线 是 沿 硕 时 针 方向 描 出 一 次 的 一 个 机 
圆 ， 对 于 它 内 部 的 任 一 点 ， 图 弱 数 是 一 一 二 而 对 于 它 外 部 任 一 
点 ,围绕 数 是 零 

图 17.4 是 一 条 8 字形 的 闭 曲 线 . 它 在 一 个 有 界 区 域内 
部 的 每 一 点 处 的 围绕 数 都 是 1, 而 在 另 一 个 有 界 区 域内 部 的 
每 一 点 处 的 围绕 数 却 是 一 1， 当然 在 无 界 区 域内 的 每 一 点 处 
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图 17.5 表示 在 15 节 中 所 讨论 的 例子 。 在 此 例 中 , 存在 
一 有 界 区 域 ,在 其 内 的 点 处 , 曲线 的 围绕 数 是 零 . 对 于 田 两 个 
有 界 区 域 ， 围 绕 数 是 1 与 2。 注意 ， 在 同一 个 连通 集 的 两 点 
处 ,围绕 数 总 是 同一 个 数 . 

图 17.6 家 示 常 值 函 数 所 给 出 的 常 蜡 线 ( 全 部 只 单独 的 一 
点 ) 。 它 围绕 每 个 其 它 的 点 零 次 。 

本 书 封面 上 的 图 表示 一 条 闭 曲 线 ， 它 在 它 的 每 一 个 补 域 
的 每 一 点 处 的 围绕 数 如 图 所 示 . 

图 17.7 指出 可 能 性 是 无 止境 的 . 


图 17.6 图 17.7 


现在 令 C 为 一 圆 , 令 f:0 > 了 为 从 CO 到 平面 的 一 映射 , 
令 9: [0, 4] 一 0 为 把 C0 看 作 16 节 记述 闭 曲线 时 的 标准 表示 
法 .于 是 复合 函数 fp: [0, 414-> 卫 仍 是 一 闭 曲线 , 因为 wp0= 
91 薄 涵 fp0 一 fptl， 设 y 是 中 不 在 fC 上 的 任 一 点 , 这 曲 
线 在 y 处 有 一 围绕 数 ， 这 叫做 f 在 y 处 的 围绕 数 ， 并 用 
歼 (f, 臣 表示 . 


习 题 _ 


i, 在 图 17 .2 中 , 设 圆 C 的 半径 为 罗 设 点 4 与 吏 心 的 距 商 汐 V 3 . 当 
9i 从 一 个 切 点 到 另 一 个 切 点 描 出 C 的 外 凸 的 那 段 弧 时 ,射线 五 转 

过 的 是 什么 角 ? 当 gt 继续 沿 内 目的 加 疏 运 动 时 ， 射线 工 转 过 的 
TO7 。 


是 什么 角 ? 
2， 在 图 17.8 由, 闭 曲 线 在 卫 中 的 补 集 包 含 ? 个 连通 区 域 ， 用 4, B， 
C 也 慷 , F，G 表示 .对 于 每 个 区 域 ,说 出 该 闲 曲 线 在 该 区 域 的 一 


点 处 的 围绕 数 . 
， 对 于 图 17.9 的 闭 曲 线 , 回答 与 上 题 同样 的 问题 ， 


fA, 
CY WY 


图 17.8 图 17.9 
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18. 主要 定理 的 陈述 


利用 围绕 数 这 个 概念 ， 现 在 就 能 确切 提出 第 二 编 的 主要 
定理 . 


定理 18.1 设 f:D-> 卫 是 从 一 圆 片 到 平面 的 映射 ，C 
是 DD 的 边界 加 ， 并 设 y 是 平面 中 不 在 fC 上 的 一 点 ， 如 果 
了 IC 在 点 y 处 的 围绕 数 不 是 零 , 则 yEfD， 也 就 是 说 , 存在 一 
点 ED, 使 得 fw=y. 


于 面 是 一 个 简短 的 直观 证 明 。 设 C 的 半径 是 mw 中 心 是 
Zs， 对 于 每 一 个 % o 和 ss<r， 用 C, 表示 以 s 为 半径 的 、C 的 同 
心 图 ;于 是 0:=0, 06 是 中 心 *. 设 多 是 平面 上 不 在 六 D 中 
的 一 点 ， 则 对 于 [0， 交 内 的 每 一 个 sg 不 在 0, 上， 因为 
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0, 是 在 DD 中， 因而 对 于 [0, ] 内 的 每 一 个 ,围绕 数 
W(f1C。, wy) 有 定义 ， 把 它 简 写 为 邢 (5)， 考 处 当 s 从 7 下 
降 到 0 时 的 全 体 闭 曲线 f|C,， 这 族 闭 曲线 从 10 开始 , 最 终 
缩 成 常数 曲线 了 |Co, 即 缩 成 点 fs， 因为 fl0, 随 着 s 的 不 断 
减 小 而 逐渐 变化 ,从 而 厂 (@) 是 sE [0, 7 的 一 个 连续 函数 . 转 
绕 数 玉 (s) 怎样 变化 呢 。 答案 是 : 根本 不 变 , 因为 本 是 s 的 
连续 函数 , 而 机 (8) 的 每 个 值 必 是 一 整数 ; 不 可 能 从 一 个 整数 
值 跳 到 另 一 个 整数 值 而 不 经 过 其 间 的 非 整 数值 〈 参 看 第 一 编 
的 主要 定理 )。 于 是 对 于 所 有 的 8 玉 (s) 有 同一 个 值 ; 特别 是 
玩 (m) =W(0). 但 丈 (0) -0 因为 1|0o=fz 是 常数 函数 所 
给 出 的 闭 曲 线 ， 所 以 对 于 不 在 fD 中 的 每 个 点 y, 10; 在 
9 处 的 围绕 数 是 零 ， 从 而 邢 (f10,,9) 0 蕴含 着 y 是 在 fD 
中 ;而 说 y 在 D 中 就 是 说 存在 一 个 2ED 使 fz=y. 

在 图 18.1 的 说 明 中 , 要 想 看 出 上 述 论 点 是 怎样 引进 的 ， 
只 要 看 一 看 s 递减 的 几 个 阶段 中 的 闭 曲 线 f10,、f|0, 有 两 
叶 ( 看 图 二 .1 中 的 JD， 图 18.1 中 的 粗 曲线 了 On); 一 旦 这 
两 叶 分 开 ( 例 如 , 图 中 面 出 的 第 三 条 闭 曲 线 ), y 明显 地 在 这 个 
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闭 曲线 之 外 ,从 而 在 9 处 的 围绕 数 为 零 。 注意 , 这 与 图 17.5 
习 题 
. 如 果 在 第 17 节 习 题 3 中 的 闭 曲 线 吓 映射 *:D 一 呈 的 了 10, 补 域 
2。 对 于 第 17 节 习 题 3 中 的 闭 曲 线 ,回答 类 似 的 问题 . 
3。 设 平面 的 一 个 自 映射 了 ;P 一 P 是 沿 图 片 一 直径 的 简单 折 过 ， 
《a) 边界 加 0 的 象 是 什么 ? 圆 片 的 象 是 什么 ? 
(b) 在 圆 片 的 象 中 的 点 9 的 围绕 数 全 (10, y) 是 什么 ? 


pa 


19. 什么 时 候 论点 算 不 了 证 明 ? 


绝 大 多 数 人 在 看 完 并 且 理解 了 前 两 节 中 的 论点 之 后 ， 都 
识 纹 论点 有 说 服 力 ,定理 已 是 真理 , 无 需 百 加 什么 来 获得 一 个 
完整 的 、 合乎 迎 辑 的 证 明 。 但 是 细心 的 读者 会 发 现 论证 上 的 
缺陷 ， 主 要 的 缺陷 发 生 在 第 17 节 ; 没 给 出 围绕 数 的 一 个 精 
确定 义 ， 在 那 一 节 里 , 当 上 从 ze 变 到 时 ,射线 五 绕 着 它 的 
起 点 9 究竟 旋转 多 少 个 整 圈 , 留待 直观 去 决定 ; 这 是 假设 了 我 
们 的 眼睛 能 跟着 旋转 的 射线 并 把 它 的 运动 总 数 加 成 单一 个 旋 
转圈 数 . 大 家 知道 , 眼力 在 这 种 场合 并 非 完全 可 靠 ; 例如 , 足够 
快 地 映 出 一 串 静 止 画面 时 , 会 使 我 们 产生 一 个 错觉 ,认为 是 在 
看 连续 的 动作 . 

好 在 数学 概念 与 推理 并 不 依赖 于 我 们 看 见 动作 的 能 力 . 
我 们 必须 处 理 的 是 静止 的 情形 ， 我 们 有 一 条 闭 曲 线 pg， 有 不 
在 这 曲线 上 的 一 点 y, 我 们 想 要 赋予 与 9 一 个 整数 叫做 转 
绕 数 , 使 得 这 名 称 符合 于 我 们 的 直观 看 法 。 这 将 在 以 下 七 节 
中 去 做 。 如 果 读 者 要 尽早 看 一 些 新 概念 和 新 应 用 ,不 准备 停 
» 110。 
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留 在 已 勾 划 出 来 的 概念 的 细致 发 展 , 他 应 该 跳 到 第 27 节 , 而 
删 去 以 下 的 七 节 ， 

在 我 们 集中 注意 力 到 W (9, 臣 定义 的 细节 之 前 ,我们 要 
指出 , 为 完成 主要 定理 的 陈述 与 证 明 , 只 需要 

(1) 精确 地 定义 歼 (p, 攻 )， 

(2) 在 第 18 节 的 直观 证 明 中 亡 用 的 2 的 那 种 变化 下 ,证 
明 它 是 连续 的 ,以 及 

(3) 证 明 只 要 g 是 常 值 闲 曲线 ,就 有 W(g, y) =0. 

如 果 我 们 采取 的 定义 是 : WW(p, ) 一 0 对 于 全 体 p 与 
那么 这 个 定义 自然 满足 (1)，(2) 与 (3) 三 个 要 求 , 所 以 主要 定 
理 的 证 明 对 于 这 个 不 有 效 ; 但 是 定理 的 结论 什么 都 没 说 , 因 
为 不 存在 点 9 使 歹 C11C， 急 关 0， 于 是 ,为 着 使 得 我 们 的 努 
力 不 是 白费 ,还 要 增加 下 述 的 要 求 . 

(4) 对 于 某 些 曲 线 9 与 点 多 三 (o, 9) 应 该 不 是 零 ; 特 
别 是 , 它 应 该 与 第 二 7 节 中 直观 地 定义 的 围绕 数 一 致 


20. 一 曲线 所 扫 过 的 角 


为 了 提出 围绕 数 的 一 个 良好 定义 ， 首 先 考虑 “一 曲线 
2: [w 8] 习 了 在 一 点 9 处 所 扫 过 的 角 ” 这 个 更 一 般 的 概念 . 
我 们 将 分 两 步 来 定义 这 个 角 的 大 小 4 (gp, 四 : 先 对 特殊 类 型 
的 曲线 ,后 对 任意 的 曲线 . (除非 男 有 声明 ,我 们 都 用 度数 来 
量 角 而 略 去 度 的 记号 ” ) 于 是 我 们 将 看 出 ,一 条 闭 曲 线 所 扫 过 
的 角 ， 其 大 小 必 是 360 的 倍数 ， 而 用 这 个 倍数 来 定义 围绕 数 
矿 (Pp，9); 


W(p, WD) = 
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有 -一 种 特殊 类 型 的 曲线 , 即 , 由 所谓 短 曲线 组 成 的 曲线 ， 
我 们 能 很 容易 而 明确 地 定义 它们 在 曲线 外 一 点 9 处 的 
4(g, 四 称 9g 关 于 不 在 pg 上 的 点 y 是 短 的 ,如 果 存 在 一 条 射 
线 工 , 它 以 9 为 起 点 并 且 不 交 pp。 例如 ,一 个 党 函数 所 给 出 的 
曲线 即 点 曲线 pt 一 z 关 9 对 于 所 有 4#E [a, 0], 它 就 是 关于 y 的 
短 曲 线 ， 图 20.1 给 出 一 
个 稍为 复杂 的 短 曲 线 的 便 
子 , 当 tt 从 & 变化 到 8 时， 
pt 沿 曲 线 从 pa 变化 到 
95， 而 从 y 发 出 的 到 曲线 
上 点 由 的 射线 从 旋转 
到 L. 令 文 LoL 表示 这 
个 旋转 角 ; 因 g 是 短 的 , 这 
个 角 内 不 会 包含 射线 忆 

图 20.1 (从 y 开始 ,不 与 p 交 ). 定 
义 4(p, ) 为 立 上 ,Ls 的 度数 ; 逆 时 针 方 向 的 角 是 正 号 而 顺 时 
针 方 向 的 角 是 负 号 . 

设想 我 们 有 一 量 角 器 ， 它 的 形状 是 一 个 整 圆周 C 被 分 成 
360 相等 的 弧 , 圆周 上 从 一 个 零点 开始 依 逆 时 针 方 向 刻 出 
从 0 到 859 的 点 。 我 们 这 样 放置 0, 使 它 的 中 心 在 点 y 处， 
而 沿 射线 乙 是 零度 ( 即 C 上 的 零点 是 C 与 五 的 交点 )。 令 
2o，25 依次 表示 O 与 射线 L,,， 工 。 的 交点 ， 又 令 mw， 如 表示 它 
们 在 量 角 器 上 的 相应 读数 , 则 六 L 工 的 度数 能 由 下 式 算出 ， 

A(g, Y) =%,— wo. 

注意 .这 个 差 mw 一 不 依赖 于 量 角 器 起 始 射线 的 位 置 ， 
只 要 这 个 射线 不 被 包含 在 所 要 测量 的 角 4 之 内 (看 图 20.2)， 
这 一 事实 可 证 明 如 下 。 假 定 把 量 角 器 旋转 一 个 角度 ec 使 得 它 
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现在 的 零度 在 射线 处， 这 新 的 量 角 器 读数 是 
VW 一 Wo 一 0 与 人 0 一 Vp 一 
结果 Wm = — wa = Alp, W), 
只 要 工 , 不 与 作为 曲线 径 向 射影 像 的 C 的 这 段 弧 wps2 相 
交 。 容易 看 出 在 这 些 条 件 下 , 量 角 器 的 读数 总 是 介 于 0 与 
360 之 间 的 数 , 而 差 % 一 zo 总 是 在 一 360 与 360 之 间 . 在 图 
20.1 中 ,这 个 差 是 正 的 , 并且 大 约 是 230. (如 果 曲 线 的 定向 
反 过 来 , 即 如 果 pa 与 82 互 换 , 则 4(gp, 四 大 约 是 一 230.) 
于 是 是 公式 

Alg, Y) =%— wo 
唯一 地 给 出 由 短 曲 线 p 在 
点 9 处 所 扫 过 的 角 的 度 
数 . 此 外 “得 "曲线 的 定 
义 保 证 了 存在 一 条 以 9 为 
起 点 的 不 与 9 相交 的 射线 
工 , 工 可 以 作为 我 们 计算 
4(g, 四 的 量 角 器 的 起 点 ， 
如 果 有 许多 这 样 的 射线 ， 峡 203 
选择 哪 一 条 作为 我 们 量 角 器 的 起 始 射 线 都 无 所 谓 . 

留心 我 们 的 定义 怎样 提供 正 向 与 负 向 运动 的 相互 抵 销 . 
例如 在 图 20.1 中 ,射线 开始 旋转 一 个 负 30° 角 , 但 又 立即 
转 回 到 初始 位 置 , 因而 正 负 相 销 了 .类 似 地 , 当 点 经 过 曲线 顶 
上 的 图 时 , L, 旋转 角 的 总 和 为 零 ， 

如 果 gp 是 一 个 点 曲线 ， 把 fz， 引 映 成 一 个 单独 的 点 ， 
出 2 是 一 短 曲 线 并 且 4(p, 9) =0; 因为 L,= ,因而 

Va — Vy, 
函数 4(p, y) 有 一 最 重要 的 性 质 , 叫 作 关于 92 的 可 加 性 ， 
.113 。 


令 ge<0-<e 为 实数 ,又 令 g:[a, c]-> 了 为 关于 gy 的 短 有 曲线 , 
令 gu, 9s 为 9 的 两 部 分 , 其 中 pi 是 9 在 [a, 如 上 的 限制 而 
gs 是 9 在 [5，c] 上 的 限制 ， 我 们 可 把 yp 设想 为 gi 与 pa 的 并 
集 ， 显然 px, gs 也 都 是 关于 9g 的 短 曲 线 ， 选择 一 条 以 4 为 起 
点 而 不 与 g 相交 的 射线 卫 对 于 射线 L。, 工 ,得 到 它们 在 
量 角 器 上 的 读数 依次 为 vs, xs, zo。。 因 


Vo Va = (wp — wa) 十 (wo ~ wo) , 


故 Alg, y) =A(gpi, y) 十 4(pa， y). 
习 题 
1. 在 图 20.3 中 ,有 点 wv, w, zy, 2 问 曲 线 C 关于 哪些 点 而 言 是 
短 曲 线 ? 


20.3 
3. 在 0 是 短 曲线 的 每 一 点 处 , 角 是 多 少 度 ? 


21， 把 一 曲线 划分 成 短 曲线 


如 果 g:-[@, 9]-> 卫 是 一 曲线 , 则 把 fw, 引 分 成 子 区 间 , 依 
次 取 g 在 每 一 子 区 间 上 的 限制 ,就 可 把 曲线 9 分 成 若干 自 ,这 
样 , 就 可 分 解 成 若干 较 短 曲线 的 并 集 . 若 9 不 是 关于 点 4 的 
短 昌 线 , 则 会 出 现 这 样 的 情况 , 在 这 样 一 个 分 解 中 , 9 的 每 一 
,114。 


段 是 关于 y 的 短 曲线 。 于 是 ,把 各 段 曲线 在 点 9 处 所 张 角 的 
度数 加 起 来 ,就 可 得 到 4(p, 分 的 值 . 

说 得 更 精确 些 , 把 曲线 p: [c, 妇 -> 卫 分 成 一 些 曲 线 的 并 
集 的 分 解 叫做 p 的 一 个 划分 多， 组 成 划分 多 的 首先 是 数 的 
一 个 增 序列 , 从 a 开始 到 8 为止; 

@=to<ti < tn 1<tn=d; 

其 次 是 曲线 序列 pz Ps,，…， gpm, 其 中 gi 为 9 在 区 间 久 -1 雪 
GG 一 1 2，…, m) 上 的 限制 ， 如 果 每 一 段 mw 是 关于 9 的 短 曲 
线 , 我 们 就 说 这 划分 在 g 外 一 点 y 处 充分 地 细 。 在 这 种 情形 
下 , 4 (gs, 办 的 每 一 个 有 定义 ,它们 的 和 用 4( 多 ,分 表 示 ; 


A(D, Y) ->4 (gi Y) 


=Alg, V+ACps, WD+t+Algn, W. (21.1) 

我 们 要 证 明 两 个 命题 . 

1. 如 果 p 是 任 一 曲线 而 y 是 不 在 pg 上 的 一 点 则 存 
在 ?在 9 处 充分 地 细 的 一 个 划分 ， 

2. 如 果 钨 与 多 是 P 在 9 处 充分 地 细 的 任 两 划分 , 则 

A(D, Y) =A(P', Yy). 

一 旦 我 们 证 明了 这 些 事实 ， 就 能 对 于 任 一 曲线 pg 定义 

4(gp, 四 如 下 . 


定义 ”如 果 g 是 平面 中 的 一 曲线 而 y 是 不 在 p 上 的 一 
点 ,对 于 9 的 所 有 充分 细 的 划分 乡 , 4( 儿 ,办 的 公共 值 是 g 在 
4 处 所 扫 过 的 角 的 度量 。 这 个 角 用 4(p, 四 表示 ， 并 可 从 公 
式 (21 .1) 算 出, 右 端 和 式 中 的 每 一 项 由 第 20 节 的 方法 算出 ， 

第 一 个 命题 告诉 我 们 , 能 找到 一 个 划分 多， 使 4( 儿 ,gy) 

se 115。 


有 定义 ， 第 二 个 命题 告诉 我 们 , 这 样 得 出 的 数 4(425， 人 不 依 
赖 于 我 们 选取 的 划分 , 因而 它 只 依赖 于 9 与 y. 


工 的 证 明 在 曲线 gp 的 任意 点 2 一 5 ， 以 2 为 圆心 以 
a(p, Y) 为 半 色 的 圆通 过 y( 看 图 21.1). 曲线 2 在 这 圆 内 
部 的 任 一 段 ， 是 关于 gy 的 短 曲 
线 ， 因 为 它 与 从 y 发 出 的 并 是 
线段 py 在 图 外 的 延伸 的 射线 
”不 相交 ,应 用 2 在 上 处 的 连续 
人 性， 取 ce=da( 力 ， 它 提供 
一 个 数 2 >0, 使 得 对 于 每 一 
图 21.1 个 HEN (i，6;)， 得 到 gr E 
VW(p, 6)， 因 此 对 于 每 个 区 间 ICNG, 50), 曲线 g| 了 是 
关于 yg 的 短 曲 线 . 
因 [6, 中 是 紧 致 的 , 并 且 邻 域 {NW (1,，5,)} 覆盖 着 [o， 人， 
就 存在 这 些 邻 域 的 有 限 个 ,比如 说 , Ni,， 入 2,，…，Ns, 覆盖 着 
[%, 9]。 令 5 为 开 区 间 入 1 入， …, Ns 的 所 有 端点 的 闭 集 . 
对 于 s，t ES 而 s#¥t, 命 8 为 所 有 距离 als, 引 中 的 最 短 的 一 
个 的 一 半 . 令 多 为 [a, 四 的 任意 一 个 划分 , 其 区 间 长 度 至 多 
为 8， 我 们 断言 多 在 9 处 是 充分 地 细 的 ， 为 了 证 明 这 事实 ， 
只 要 指出 乡 的 每 个 子 区 间 了 被 包含 在 入 ,Ns,…, ;的 菜 
一 个 中 ， 因为 六 的 长 度 至 多 是 5, 或 不 包含 5 的 点 , 或 包 
合 总 的 一 个 点 , 设 为 O。 在 第 一 种 情形 , 取 任 一 与 7 相交 的 
NT 是 被 和 1，…, Ns 所 履 盖 ); 于 是 TCN, 因为 区 间 了 不 
包含 开 区 间 太 的 端点 .在 第 二 种 情形 , 取 任 一 包含 6 的 Wi 
则 仍 有 二 CN 因为 二 不 包含 人 的 端点 。 这 就 完成 了 并 的 
证 明 , 
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2 的 证 明 设 多 是 wp 的 一 个 充分 细 的 划分 ， 设 在 多 的 
一 子 区 间 fx 内 引进 一 个 新 点 把 工分 成 两 个 子 区 间 ,了 
因而 从 多 获得 一 个 划分 多 ， 则 在 第 20 节 所 证 明 的 可 加 性 
告知 我 们 

ACpIT, WD +A WD =AGITs, WD, 
两 端 同时 加 上 记 有 j 去 的 各 项 4(p|I, 9), 就 有 结 暴 . 
A(D, WD =A(D', Y). 

把 划分 多 的 点 {to, 刀 ，…, 霹 } 叫做 饮 的 顶点 ， 如 果 
多 ,9 是 9 的 两 个 划分 ,使 得 多 ' 的 顶点 包含 的 顶点 ， 则 
乡 叫做 多 的 加 细 , 并 用 匈 '< 多 来 表示 .多 /的 每 个 子 区 间 
必 在 钨 的 某 个 子 区 间 之 内 。 所 以 如 果 多 充分 地 细 , 所 有 甸 
的 加 细 也 一 样 . 

如 果 儿 < 多 ,可取 多’ 的 那些 不 是 多 的 顶点 的 顶点 ， 
每 次 只 引进 它们 中 的 一 小 车 可 夺 从 如 得 到 一 序列 的 加 细 
GS= PF > DP > > -=F A 于 是 这 
证 明 的 时 一 和 的 颖 果 给 二“ 

4 多 ;一 ACP,. 入 =4( 多 ， 0D 
， AD 功 = A WD). 
所 以 9 < 罗 导 中 充分 地 网 蓝 汪 A WN = -A(P',y 

"更 在 令 pty 7s 为 任 梧 充分 网 的 划分 。 pp 

训 的 六 拓 曙 一 个 类 分 的 不 条， 我 们 把 这 男 一 个 划分 叫 作 
.显然 4 过 2 与 < 前 一 段 的 结果 提供 A 

i VA, = A(D,, y) i i 

与 4 WD=A(P,, Y); ， 本 


上 
忆 - 


因而 A(D, = A(P,, 4， 四 i 
证 明 完 成 


(pr 


- 习 题 
1. 在 图 17.8 和 名 区 域 4, 8B, D 及 下 中 取 一 点 这 求 9? 在 y 处 的 一 


个 充分 细 的 划分 . 
.2. 设 图 21.3 中 的 曲线 用 点 a，D，6 a 0, 


了 作出 一 个 划分 
Ca) 从 a 开始 , 沿 着 第 头 方向 走 ， 哪 一 眉 

”曲线 是 在 :y 处 的 最 大 的 短 曲 线 ? 
(b) 是 否 有 另 一 段 可 与 从 4 到 人 这 段 连 
近 起 米 ,使得 它们 的 并 集 是 在 y 估 的 

图 21.2 短 曲 线 ? 

Co 
细 的 划分 . 、 


| 
让 统 数 Wp, ») 


在 的- 一 个 充分 细 的 划分 甸 - {fo, qu, 
…, gm}， 只 要 按 例 行 的 办 法 ,使 用 量 角 器 来 得 到 各 4(p, 甸 ); 
并 注意 应 有 的 正 负 号 测 相 加 其 结果 就 和 出 4tp, 几 . 在 求 
A (gs, 只 时 :我 们 意 把 不 与 gi 相交 的 射线 工 放 在 刻度 为 零 的 
位 置 上 , 然后 陪 w 的 两 端点 的 读数 的 涛 .… 半 是 对 于 每 汪 扩 风 
光线 ， 需要 把 量 角 回 重新 定位 ， ' 现 痊 我 们 将 说 明 如 集 能 用 量 
角 器 的 单独 一 一 个 位 办 米 得 到 所有 的 庶 数 ， 以 及 如 何 能 把 计算 
方法 大 为 缩短 . 

跟前 面 一 禄 , 令 O 为 以 为 中心 全 半径 为 1 的 国 ， 对 于 
各 b=0, 二 …， mW 伶 四 表示 G 与 以 9 为 起 点 并 且 过 曲 
” 线 p 上 的 点 o 的 射线 的 交点 ， 对 各 短 曲线 ps, 令 石 为 
以 9 为 起 点 并 且 不 与 mw 相交 的 射线 。 圆 上 两 点 ms 与 中 次 
e 了 TI5。 


PE 


定 两 段 弧 ; 令 m_ig 表示 这 两 弧 中 不 与 世相 交 的 那 一 段 . 按照 
第 20 节 所 说 明 的 ，4 (gs, 胃 ) 是 这 红 的 角度 量 , 附 有 适当 的 符 
号 ， 弧 的 定向 是 由 pi-+ 到 Pr， 如 果 这 定向 系 反 时 针 方 向 ， 
A4(ps, 幼 的 符号 为 正 , 否则 为 负 . 

为 了 方便 ; 假定 量 角 器 的 半径 为 1. 把 量 角 器 的 中 心 让 
在 点 4 处 , 并 通过 旋转 把 量 角 器 的 零 放 在 C 的 一 点 9 处 ;9 与 
2o， Pi， …，2m 半 不 同 . 现 保持 量 角 器 固定 ， 且 令 zo oa …， 
om 依次 表示 点 po 各 ,…， Pn 的 直接 读数 ， 以 度 计 , 各 者 
在 0 与 860 之 间 ， 现 在 我 们 能 叙述 4(p, 9) 的 简化 公式 ， 


定理 双 民 令 ， 为 含 Y 的 正 向 弧 & 风 的 个 数 ， 又 
令 8 为 含 9 的 负 向 弧 Pam 的 个 数 ， 则 本 
4 0 一 一 oo 一 一 5)360. 
图 加 .1 给 出 定理 的 说 明 ， 旭 策 湖 出 射线 奶 ， Ee 
中 其 线 9 三 次 。 ' 疮 各 交点 不 的 定向 因而 缴 pu-spt 的 定 
向 ， 都 能 被 决定 ， 先 为 负 , 而 后 再 为 负 ， 最 后 为 正 ; 故 7= -1 而 
s=—2. 量 角 咒 量 读数 以 4 为 和 对 wn 为 65， 对 oo 为 495. 故 
Alg, Y) =65 -195+'(1 2)860= — 490. - | 
这 定 开 各 个 检 夫 是。 虽然 zw， zo, 了 与 8 确实 依赖 于 等 

点 4 的 选择， ,但 . 
A pi me Cr 360 
这 数 冯 朱 代 者 于 零点 g 的 选择 ” 
为 沽 证 明 这 定理 册 忆 7 / 


“~~ 4(y, 级 -~ SDA, D. 


各 4(g, 引 题 颖 名-1pi 的 角度 量 ,我 们 将 用 读数 my-1，zi 把 它 
。.119。. 


图 22.2 


表示 出 来 . | 

首先 考 虚 一 不 尺 使 得 弧 p; :信和 如 图 22.2 所 示 , 不 包含 
.按照 一 短 曲 线 所 扫 过 的 角 的 定义 , 4(y, 级 一气， 注 
意 ， 即使 当 弧 的 定 癌 为 负 时 ， 这 仍 成 立 。 .内 那 时 oo 故 
om- 1 为 负 ， 加 

”其 次 考虑 一 个 名 使 弧 ,nn 为 正 向 并 含有 g, 如 图 22.3 
所 示 . 由 弧 p_14 与 弧 qz 所 决定 的 角 相 加 ， 得 


。 120。 


A(g, Y) =360— wii+%i= zi m1+360. 

最 后 考虑 一 个 名 使 弧 2-ziz 为 负 向 并 含有 9， 如 图 

22.4 所 示 . 由 弧 2-i9 与 弧 9 和 所 决定 的 角 相 加 ,得 
A(g, Y= —%1— (860— 0) =%— v1— 360. 

以 上 三 种 情况 ,包括 了 所 有 的 可 能 性 . 如 果 相 加 所 有 的 
A(ps 四 ，i~=1，2,…，m， 每 一 项 将 有 一 个 如 一 ms， 其 
中 ?项 将 各 有 一 个 十 860， 而 8 项 将 各 有 一 个 一 860. 所 以 

Algp, Y) = (vm— Yn) + (Vm1— Lm-2) 
十 … 十 (oa 一 00) 十 7360 一 s 3860 
=—wmn— vot (7—s)860, 
这 就 完成 了 证 明 . 

系 如果 gp 是 一 闭 曲 线 , 则 4 (gp, 2) = (7 一 s)860. 

只 要 注意 ， 对 于 闭 曲线 ， 24 一 p0， 所 以 wn， 就 可 得 到 
系 的 证 明 . 

现在 我 们 已 站 到 最后 的 阶 和 来 给 出 国人 的 一 个 精确 
义 : 
四 wo D=Alp, /300~7- 5 
从 而 围绕 数 是 一 个 束 妆 ， 


习 ' 町 


1. 如 果 一 闭 购 线 是 在 点 处 的 一 短 则 线 它 的 围绕 数 是 什么 ? 
2. 图 22. 5 中 的 闭 曲线 的 一 个 划分 已 由 图 中 所 示 最 高 点 如 六 及 
最 低 点 4 6, 6 9 给 定 ， 章 角 呈 的 过 说 在 图 中 面 出 的 射线 各 
点 在 量 角 器 上 的 读数 列 出 如 下 
| ‘gti= a, b, ‘oe, 由 e, 了 g, 四 的 
z=270, 90, 300，20，340， 纺 ,350,，60 
(ay 求 出 从 a 到 & 的 曲线 和 从 5 到 g 的 曲线 在 y 处 所 扫 过 的 角 。 


sa 121. 


图 22.5 


(b) 求 围绕 数 WCp, ,并 验证 第 17 节 习题 2 所 得 结 
(6) 建议 射线 yq 的 一 不 同方 向 ,使 WW 人 
。 (6) 对 于 各 区 域 4 BB，…, 中 一 点 ,验证 第 1 闻 中 所 得 国 绕 数 的 
结果 . 


23. A(g,y)S5S Wo(9,y) 的 性 质 

在 精确 地 定义 了 Algy, 殷 与 W(p, 功 之 后 ， 现在 应 该 
明 它们 确 有 我 们 声称 的 性 质 . ok 

1. 如 果 g 是 一 个 点 曲线 , 则 '. 

4(o, 四 一 0. 与 Wp, ) =0. 

因为 p[a, 四 是 一 个 点 ， 9 是 短 曲线 ， 平凡 的 划分 是 充分 
地 细 的 . 但 对 于 短 曲 . 线 ， oa 一 多 得 含 着 vam, 故 A(p， 人 
一 0; 因而 W(p, Y) =A(p, /360= 0., 、 

2. 4(p, 四 具有 关于 9 的 可 加 性 . 明确 地 说 ， 设 a<5< 
ce 并 且 9: [a, o>P, 令 gu=9|[e, .0], 又 ga=p| [0, o]. 
则 Alp, DWD=Algpy 切 十 4(pa W: 如果 pa=pb= qo; py, 
s 122 5% 


2 都 是 闭 坦 线 , 而 不 (2 =W(gy D+W(ps, ). 

令 静 及 殉 分 别 为 ms 由 的 充分 细 划 分 . 则 于， 有 殉 诸 
顶点 的 并 集 给 出 g 的 一 充分 细 的 划分 。 因 为 4( 包 ,四 ) 的 各 项 
都 与 4(9P; 咏 +4(9Ps, 胃 的 各 项 相同 , 显然 

A(D, Yy) =A(P,; Y) +A(D,, y), 

这 就 证 明了 第 一 个 关系 .在 p, gs, ps 为 闭 曲 线 时 , 这 关系 的 

各 项 是 860 的 整数 倍 。 除 以 360， 就 给 出 围绕 数 的 关于 的 
可 加 性 . 

os 2 

二 “利用 第 23 节 加 题 3 中 的 图 形 以 及 量 角 器 所 给 出 的 读数 ， 如果 

Pi gd 及 qi 三 g; 求 出 4000 ,A Cg2; DY 莉 汪 用 本 

节 中 适当 的 结果 求 出 4 1 的， 切 ， ba 


Ha - 让: | 3 i 全 


24. 师 线 的 同 伦 和 


的 HE " + 总 了 Na 全 
: i 人 


在 下- 汕 中 将 要 证 明 ， 机 线 在 一 志 处 的 图 网 数 不 各 改变 ; 
如 果 这 项 钱 或 这 骨 依 某 种 方式 连续 中 交 化 ( 钢 . 第 18 节 ) 下 
节 的 县 的 是 明 询 地 级 法 我 人 将 窜 许 的 变化 种 半 ;， 半 计 计 玫 


定义 “ Ee 与 和 a 为 亲 Y 帅 丙 委 册 线 ， 它们 多 定义 红 

是 同一 个 区 间 [c, 如， 则 po 到 9 的 同 伦 是 一 矩形 人 @ 涤 :下 的 

映射 ,使 @ 的 底 边 映 成 曲线 po, 而 顶 边 映 成 wx, 明确 他 说 , 令 

为 两 变量 (t， 台 平面 中 的 矩形 ; a<t<5 及 0<r<1l， 则 
9 到 91 的 一 个 同 伦 是 一 个 映射 种 :@-> 了 ,使 得 

Bt, 0) =pot 与 6($, 1) 一 gst, 对 于 所 有 的 4E fa, 5], 
在 go, pi 都 是 闲 曲 线 时 ,作为 闭 曲 线 po 到 闭 曲线 gr 的 辣 伦 
“123s. 


蚌 上 述 的 辐 伦 5， 再 满足 下 述 条 件 ， 
S$(a, 可 一列 (多 7) 对 于 所 有 7€[9, 了, 

这 个 定义 有 极 透彻 的 几何 意义 . 画 出 由 水 平 线段 :组 
成 的 矩形 @, 每 一 值 5€ [0, 各 有 一 条 s:。$ 在 线段 之 一 sr 上 
的 限制 决定 一 由 pst 一 BQ, 要 所 定义 的 曲线 pr:[c， 妇 一 工 . 
于 是 得 到 一 族 曲 线 ; 对 应 于 0 与 1 之 间 每 一 个 值 ”, 有 一 条 及 
线 ( 见 图 24.1) .如 时 把 5 汗 作 时 间 变 量 , 那 末 就 可 把 这 族 曲 
线 看 成 是 单独 一 条 动 曲线 的 各 种 位 置 : 妨 中 每 个 铅 生 线段 映 
成 动 曲线 的 一 点 所 描 出 的 道路 。 因为 这 个 图 形 , 一 个 同 伦 经 
常 也 叫 作 一 个 形变 。. 

如 果 两 曲线 go, 各 铁 射 [6 友基 平面 卫 或 到 Re, 则 有 
从 gw 到 gu 的 一 种 特别 的 同 伦 ， 则 做 线性 周 伦 . 对 于 金 中 和 名 
对 (中, 定义 线性 局 伦 全 (t, 如 为 把 从 got 到 由 的 线段 就 
比 7:1 一 z 分 寡 的 分 点 (网 图 24: 踢 ， 比 .0:1 给 出 线段 的 起 
点 ,而 14;0 给 出 终点 ; 故 B(t 0) 一 got 而 BCi 了 一 和 二 在 
各 归 训 人 区 二 的 恨 仙 是 一 相似 中 因为 比 的 保持 是 相 
似 映 射 的 特征 ?; ， | 
了 有 ng 可 知 有 在 了 起 2 中 的 臣子 
人 ,DE Tpotipt-B(, DW=rl-—7, 

从 而 又 推导 出 ， 、 
S(t, pttrot. 

这 里 因为 已 给 定 , 从 而 pot 与 pit 是 已 知 的 两 点 , 所 以 这 后 一 个 式 子 是 
连接 got 与 和 m+ 这 商 点 的 直线 自 的 以 为 参数 的 参数 表示 ， 


sa 124。 


图 24.2 24.3 
图 24.8 给 出 线性 同 伦 的 说 明 。 图 中 已 画 出 动 曲 线 在 时 


刻 z-0， 到 ， 训 ， 下 与 时 的 位 置 ， 以 及 动 曲 线 上 对 应 了 
二 0 二 二 二 ， 生 5 与 1 的 各 点 所 指出 的 直线 道路 
注意 ， 动 曲线 上 单独 一 点 总 以 常 速度 运动 ， 走 出 一 条 直线 
段 ， 

-必须 证 明 线 狂 网 伦 瑟 连续 +. 用 (cy7) 表 示 8 的 一 点 的 坐 
标 ， 我 们 要 证 明 马 在 该 点 处 连续 ， 令 全 表示 忆 的 任 一 其 
它 点 的 化 标 ， 引 进 缩写 : 

U=yo0, v= p10, sg=B{e, 7), 1 (0, 3. . 

/pot, 9 gt, Bt, 7). . 
图 24.4 显 示人 包间 接近 (8, 雪 时 的 情形 , 实 线 自 wi 与 
vv 为; 当 T 从 0 变 到 工时 ， 点 yo 与 gt 在 同 伦 下 描 出 的 道 
路 .… 我 们 要 证 明 ， 把 G, 丰 限 制 于 (6, 7Y) 附近， 就 能 使 距离 
Q(z ) 变 小 (小 于 一 指定 的 e> 人 的. 出 三 角 不 等 式 ，: ; ，…. 

+ 对 于 熟悉 向 量 代 数 的 读者 , 我 们 能 写 @ 人 t 全 一 忆 一 丰 (po) 十?(p, 并 

能 论证 (1 一 +) (got) 是 连续 的 , 因为 它 是 连续 数量 晤 数 -7 与 连续 向 晤 


函数 pot 的 乘积 ， 同 样 ,7 (910) 连续 。 最 后 , P(t, 7) 是 连续 的 , 因为 它 是 
两 个 连续 函数 的 向 量 和 ， 


95。 


图 24.4 


(2 : 
因为 从 [0 世 到 线段 ww 的 映射 ( 它 把 + 映 成 $Ce， 已) 是 相似 
映射 ; 它 是 连续 的 ,因此 ,对 应 午 主 数 6/2， 有 一 5>Q, 使 得 对 
于 满足 |z 一 y|<5' 的 每 个 7,， : .. 和 

a(z, %'') <e/2. | 

鸯 为 yo, 2 都 在 "处 连续 , 闪 在 着 数 20>0 与 SP0 使 得 ， 

di'w) <e/2% 对 于 满 是 世 -o|<<60 的 每 全 人 

d(v, 92) <<e/2, 对 于 满足 | 一 o<51 的 每 个 
现 令 5 为 本 5 与 可 中 最 小 着 : :如 果 (; 在 NWN(C, 7), 5) 
中 , 则 所 有 前 述 三 个 不 等 式 都 成 立 ; 还 能 证 明 -d(z"'; 2 不 大 
对 oow 与 Co 内 二 者 中 的 较 大 者 : 图 24.4 显示 出 ; 浇 
dlw, ww) 是 较 大 省 时 , 如何 证 明 这 个 事实 .: 通过 w' 作 一 平行 
于 ww 而 与 tw 相 灾 于 s ,的 直线 ;省 过 光 作 一 平行 于 wl 而 交 
v's 于 的 直线 ， 于 是 埋 线 gw 延长 技 次 吧 于 一 点 了 。 由 概 
似 三 角形 , 7 分 vw 的 比 ,等 于 zz 分 ww 的 比 ;因此 7? 一 江 于 
we, SEA, w) tadlw, 2) 
<adlu, +a, Ww) -du, to， 
» 146 。 


所 以 go 2 过 e/2， 把 这 与 dlz, x") 之 e/2 以 及 三 角 不 等 式 
组 合 起 来 , 得 2(%, 2 ) 二 e， 这 就 完成 了 连续 的 证 明 . 

在 两 曲线 go, pi 都 是 闭 曲 线 时 , go 到 91 的 线性 同 伦 仍然 - 
是 : go 与 9 为 闭 此 线 时 的 辕 伦 ; 关 为 eg 一 op 与 由 一 OO 
蕴涵 从 woe 到 we 以 及 从 yo2 到 9 的 线段 重合 ， 从 而 对 于 
所 有 的 rE [0, 1], $B(6, 7) =B(b, 加， 1 

当 间 伦 的 终端 曲线 由 是 一 条 常数 曲线 即 单独 的 一 点 时 ， 
我 们 就 说 该 同 伦 把 初始 曲线 go 收缩 成 一 点 。 这 种 周 伦 的 一 
个 重要 例子 如 下 . 设 刀 为 以 2 为 中 心 、 以 阁 O 为 边界 的 贺 
片 ， 设 go: [0， 习 一 QG 是 O 作 为 闭 曲 线 的 标准 表示 ; 即 
[0 雪人 恰好 按 道 时 针 方 向 包围 CO 一 次 ( 见 16 节 )。 设 
gi: [0; 妇 一 2 为 在 中 心 的 常 函 数 所 给 出 的 曲线 .最 后 设 务 
是 从 po 到 wz 的 线性 辣 伦 ， 则 秋收 缩 o( 或 0) 成 一 点 .如 把 
间 伦 画 成 一 动 曲线 , 则 在 各 朋 时 它 都 是 以 z 为 中 心 的 加 ,并 且 
各 点 沿 径 向 运动 趋 于 x。 
“现在 设 下 : > 了 是 从 四 片 到 平面 的 一 映射 又 设 人 是 
方才 所 描述 的 邮 伦 。 则 复合 古 :@ -> 了 是 一 收缩 ;: 它 把 闭 上 曲 
线 fpor{4, 9-> 卫 收缩 成 常 的 六 有 曲线 fpr, 即 点 fz。， 这 个 同 
伦 给 出 主要 定理 直观 证 明 中 所 用 的 闭 曲 线 族 ( 见 第 18 节 ). 

习 题 

1. 证 明 平面 中 任何 闭 曲 线 间 俗 寺 一 常 的 闲 曲 线 . 
2 证明 任何 空间 立 中 一 下 曲线:[a， 了 了 问 从 于 保持 只 的 二 

端点 固定 的 常 映射 1 i 
3. 令 d<b 雪 ce 已 并 且 p:[a， 0 了 使 得 pg4=gb=pc, 因为 闭 曲 

线 g|[a, 5], p|[5, 分 别 同 伦 于 保持 [a, 8] 与 [5, oJ 的 端点 5 固 

宗 的 党 映射 ;:' 试 证 9 也 同 伦 于 保持 [a, oJ] 中 的 点 5 圈定 的 常 映射 * 


s 127. 


4. 证 明 可 以 把 从 we 到 ml 的 一 个 同 伦 倒转 过 来 , 给 出 从 1 到 go 的 一 
个 同 伦 ， 


25， 围绕 数 的 常 值 性 


定理 站 .1 设 $:Q@-> 卫 为 从 闭 曲 线 go 到 闭 曲 线 pi 的 
同 伦 , 又 设 9 为 不 在 象 BQ 中 的 一 点 。 则 当 7 从 0 变 到 1 时 ， 
围绕 数 本 (op。， 四 是 常数 ， 特 别 地 ,有 TW(go， DW(ps, 2), 


把 歼 (p。 仍 缩写 为 fr; 了 是 定义 在 [0, 匡 上 的 函数 , 各 
据 第 22 节 中 的 证 明 , 了 的 每 一 个 值 是 一 个 整数 . 证明 的 主要 
痢 分 是 指出 ， 在 + 的 “微小 变化 "下 ; 了 是 常数 ， 明 确 地 , 如 时 
&E [0, 切 ， 则 存在 'w 的 一 邻 域 放 。 便 得 对 秆 每 个 EN 有 
fr 二 fa， 一 县 证 完 这 事实 , 就 可 证 明定 理 如 下 ; 因 为 在 Wo 市 
是 常数 , 它 在 Ws 中 连续 ， 从 而 在 a. 处 连续 ; 又 因为 这 对 于 
每 二 个 a“ 值 都 正确 ; 故 上 在 [0,. 二 中 连续 现在 用 反 证 法 . 设 
不 是 常数 并 且 至 少 有 两 个 不 税 的 值 , 则 第 一 编 中 的 主要 定 
理 断 言 : 了 取 这 两 个 值 之 间 的 所 有 值 ， 包 含 其 间 的 非 整 数值. 
这 与 的 每 一 个 值 是 整数 的 事实 相 矛 慎 , 故 f 必 为 常数 : 

为 了 证 明 邻 近 于 wk [0, 时 的 常 值 性 , 对 于 go, 选取 一 
充分 细 的 划分 乡 ， 首先 要 找 出 a 的 一 邻 域 入’ 使得， 对 于 所 
有 的 5EN'， 乡 对 于 gr 是 充分 地 细 的 。 然后 , 利用 第 22 节 
中 所 述 的 计算 围绕 数 的 方法 ， 要 找 一 个 更 小 的 邻 域 W， 使 得 
在 立 中 计算 的 每 一 个 个 别 步骤 保持 常 值 性 . 

令 如, 志 ，…， tm 为 的 顶点 ， 对 每 个 子 区 间 

Tx= [ty-1, tx], 
多 的 组 ， 指 的 是 ， 有 一 从 4 开始 而 不 交 pa Ts 的 射线 ， 令 
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用 表示 @ 中 从 (th_1 o 到 (二 四 的 线段 。 我 们 将 证 明 有 一 
包含 Ds 的 矩形 用, 使 得 它 的 象 DB 不 与 射线 区 相交 . 令 
VB"1(P— Ly). 
因为 多 连续 ,并且 卫 一 到 是 开 集 , 从 而 Vs 是 开 集 。 因 为 BD 
一 go 是 在 P 一 了 y 中 ， 从 而 DsCVs. 对 于 每 一 点 PEDs 
可 选 一 贺 形 邻 域 术 (p) CVs， 尔 后 ; 在 W(p) 中 到 其 边 平行 
于 (t, 避 轴 的 最 大 方形 ， 令 路 (p) 表 示 这 方形 的 内 部 .， 对 巴 
所 有 的 PE .Du 这 些 于 (Oo) 的 集合 是 Dr 的 一 开 覆 盖 : 因为 
有 功 是 紧 致 的 ,这 履 盖 包含 一 有 限 覆 盖 , 设 为 Mi， Ma …, MM. 
令 和 表示 这 些 方形 中 最 小 二 个 的 宽度 的 一 一 半 ， 又 令 加 表示 
(t, 避 ) 慎 的 矩形 ;使 得 te 与- 
[zs—al 一 2 
由 于 8, 的 这 样 选 择 , 有 
下 ‘UM,CV,.: 
这 是 说 : 对 每 个 Ek 60); prlr CP— Ly, 很 定 对 于 每 一 
区 尚 ! 龙 ， 着 2 2 已 从 出走 (w 8%); 令 8 为 这 此 数 
81, 3 中 最 小 的 一 个 , 驻 伟 本 一 太 (a 二 . 那 来 ,如果 
rENS 对 生 习 月 的 1 2, …， 坊 , 谣 有 psTr 世 导 志 六. 并 
就 证 明 ， 圣手 每 个 rE 4 步 计生 pr 是 充分 地 网 的 .让 
我 们 现 符 把 第 22 东 中 坪 算 示 频 数 的 方法 应 用 于 这 击 委 
多 以 及 各 种 图 线 ps; rEN', 如 癌 第 22: 节 , 令 0 家 末了 恕 多 为 
中 心 而 半 稳 为 1 的 圆 ， 令 g: 了 > 表示 从 艰 到 如 的 笃 阁 
射影 则 9E:Q > 0 与 印 c:fo, 习 -> 9 都 连续 ; 因 卷 窑 基 都 
是 连续 函数 的 复合 .在 gpr 作用 下 , 纪 的 顶点 如 得 人 站 的 
象 , 即 gp;ty 称 写 为 Wir，， 认 如 妆 示 号 上 从 prar 到 
prxr 的 弧 , 它 不 与 1% 相交. 如 果 g 是 O 上 不 同 于 por, piv,… 
par 的 一 点 ,， 则 如 同 第 2 和 节 ， 它 的 俩 绕 数 玉 坟 ,; 明 是 
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fr 一 一 85 其 中 7( 相 应 地 S) 是 包含 9 的 正 ( 负 ) 指向 的 弧 的 个 
数 . ee ， 
挑选 一 点 9EO， 不 同 于 pom, pig,…", Pmr、 对 于 各 = 
1; 83， …，m, 选取 O .上 pro 的 一 邻 域 UU, 它 不 包 售 g 状 县 与 
三 成 Luvz 都 不 相交 . 则 如 将 是 0 的 包含 pvc 的 一 个 短 
弧 . 因为 g 煞 连续 而 Up 是 Pra 的 一 邻 域 ， 并 且 gB(h = 
Pxoy 从 而 有 a 在 [0, 逢 中 的 一 邻 域 Ns, 使 得 对 于 所 有 的 rE 
Ns, go Z) 一 Dr 在 tr 中 . 令 和 表示 诸 邻 域 人 以 肛 人 
WW，…, Wm 中 最 小 的 一 个 . 则 对 于 每 一 个 b=12,…, mn, 7& 
术 绪 仿 Pr EU (注意 : Pm 一 por, 因为 每 一 个 pr 是 闭 曲 
线 .) 特 别 是 , 9 与 por, pir,…, pm-z 7 都 不 同 ,因为 g 不 在 这 
些 加 ;的 任 一 个 之 中 。 

剩 下 来 还 要 证 明 , 对 于 各 7EN 以 及 各 b=1, 2, hy 
两 个 弧 hx7 与 Ara 对 于 g 具有 相同 关系 于 是 对 于 gr 同 
Ye. 得 同一 个 计数 了 一 *， 首 先 考 虑 九 它 使 Tx-: 与 Us 有 一 基 
网 点 的 情况 . 则 Us, UE 为 一 连通 弧 ， 并 且 它 已 ， 在 0 中 的 余 
张 办 为 一 含 g 的 ， 与 相交 的 连通 弧 ， .但 对 于 所 有 的 5€ W， 
噬 不 包含 你 -zz7 又 不 包 禽 Wr、 因 为 DD 是 连通 的 ， 它 就 全 部 
处 于 CO 上 从 和 -7 到 Jo 的 两 弧 中 的 一 个 之 中 ; 其 中 的 一 -全 
是 各 而 郧 一 个 与 La 相交 ,… 因为 DD 与 全 相交 。 从 两 刀 不 
上 往 dy7 相交 .因为 :gq: 在 如 中 ， 这 就 证 明了 。 对 所 有 的 5 及 
如 和 不 包含 9、 于 是 ,在 这 种 情况 ， hr 对 % 的 关系 ,对 于 rE 
刀 , 是 常数 | 也 就 是 ; 东 4aa 不 全 有 g, 则 对 于 zrEN(@)， A 
就 不 含有 9， 

. 最 后 ， 考虑 一 个儿 它 使 Us 与 0 天 公共 点 。 出 在 
中 ， Us-iUUs, 的 余 集 包含 两 个 弧 刀 与 忆 ， 而 令 也 表示 与 
Ly 相交 的 那个 弧 ， 如 上 面 所 论证 的 , 可 见 对 于 所 有 的 5&N， 
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刀 不 与 4 相交 此 外 , 因为 如 不 与 J 相交, 对 于 yE 六 ， 
所 有 弧 4zr 包含 召 , 并 且 同 样 地 从 Dz-: 指向 Un， 现在 9 不 
在 Up-ziUDUs 中 ,所 以 它 一 定 在 DU 加 中 。 如果 gED, 就 没 
有 弧 4nt，7EN, 包含 g， 如 gE 召 , 所 有 弧 hnz, rEN， 包 
含 g 并 且 是 同样 的 转向 于 是 当 7z 在 娘 中 变化 时 ;44 对 
9 的 关系 是 常数 .这 就 对 于 所 有 的 .zwEN, 证 明了 图 绕 数 产 
的 常 值 性 . 再 用 紧 接 在 定理 5.1 后 的 论点 ， 就 证 明子 在 曲线 
的 同 伦 下 围绕 数 的 常 值 性 . 


定理 中 .2 设 w:[c, 杂 -> 卫 为 平面 中 一 曲线 , 设 yo， 
明 为 P 的 不 在 曲线 p 上 的 两 点 ,并 生存 在 一 曲线 溃 : [0, > 
P, 它 连 接 yo 与 加 但 不 与 相交 , 则 有 围绕 数 的 等 起 ; 
Wg Wh) WW (py). 


对 于 各 个 1€ [4,\8] 与 rE[0% 力 , 作 向量 以 gi 为 起 点 , 并 
且 与 从 Wr 到 go 的 向 君 平行 ;长度 相等 ， 令 以 如 为 这 新 
作 的 向 量 的 终点 ( 见 图 :< 训 
25.1)， 玫 是 :如 果 对 于 一 
固定 的 .+) 令 ，: 

prt Bb 7),. 
则 曲线 和 辕 直 曲 线 g 的 、、 
平移 而 得 到 < 想像 平面 也 
为 一 刚 硬 的 金属 片 ， 带 有 - 
沿 着 曲线 由 匣 寄 击 来 的 一 
条 梢 沟 . 用 一 袜 径 小 于 模 a 
沟 宽 度 的 钉子 ， 在 金属 片 。 图 25.1 
% 处 ,把 该 片 钉 在 墙 上 。 现在 把 金属 片 贴 着 增 滑 动 使 得 钉子 
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沿 着 槽 沟 走 , 但 不 容许 金属 片 转动 。 闭 曲 线 的 运动 结果 ,给 出 
了 所 建立 的 同 伦 钱 的 图 形 。 
根据 在 同 伦 下 围绕 数 的 常 值 性 , 有 
Wlgo, go) =W (ps1, yo), 
此 外 ， 在 从 名 到 纺 这 向 量 所 给 出 的 平面 平移 下 ， (mw vi) 
一 对 完 金 倒 合 (congruent) 于 (go, yi) 这 一 对 .因为 围绕 数 显 
然 不 会 因 释 合 而 改变 , 故 WW (ms go) =W (go, 91)， 合并 这 此 
等 式 就 给 出 这 定理 的 结论 。 


习 ”是 


1 在 图 25.2 中 ， 指 出 加 po 在 点 9 处 的 围绕 数 就 是 等 加 gr 在 y 处 隐 
围绕 数 ， 可 应 用 定理 25.1 画 出 同 伦 的 简 图 来 说 明 。 


“i 期 25.2 、:  .. ， 本 | 
2. 在 图 263 中 面世 同 伦 的 簿 图 来 说 天 为 什么 TK (gos = 
Whpr. 9); 说 明 为 什么 这 不 适用 于 Wgo, 7) 与 Wn, o. 


图 25.3 .用 25.4 


3. 说 明 为 什么 图 25.4 中 的 同 伦 ， TN a 
”的 同 伦 。 | 
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. 26. 主要 定理 的 证 明 


在 第 18 节 中 所 叙述 的 主要 定理 , 现在 我 们 手边 有 了 证 明 
该 定理 所 需要 的 一 切 工具 . 设 9 不 在 象 1D 中 , 令 go: [0, 1] 
习作 为 一 闭 曲 线 C 的 标准 表示 法 . 今 j 为 第 24 节 所 述 的 
同 伦 , 它 将 go 在 D 上 曾 收 缩 到 也 的 中 心 点 z。 则 5 是 
fq。 成 为 在 fz 处 常 曲 线 的 同 伦 ， 因 BQCfD, y 不 在 同 伦 
阴 象 中 。， 所 以 由 定理 25.1, 下 (fpo 9) =WW(fpx, 仍 ， 因 
f91 是 常 曲线 ,W《(fps, 9) 一 0 ( 见 第 28 节 ), 因此 W (fpo, 从 
一 0， 于 是 证 明了 .如 gy 不 在 fD 中 , 则 镀 (fpo,) 一 0 所 以 
人 V(fqo, yy) 下 0 蕴含 着 gy 在 f 有 只 中、 这 就 完成 了 证 明 . (图 
26.1 说 明 对 于 第 巧 节 所 述 的 映射 同 丛 JG 的 相继 阶段 . ) 


图 26.1 


. 习 ，. 题 


1, 如 果 定理 的 叙述 中 ， 贺 片 必用 矩形 片 0 矩形 及 其 内 部 ) 采 幸 伐 ， 
证 明 应 该 怎样 修改 ” 用 什么 来 代替 go 的 标准 表示 法 以 及 局 伦 @9， 


27， 男 在 各 内 点 处 的 围绕 数 是 一 


在 本 书 中 我 们 将 证 明 ， 如 果 -个 从 国 片 卫 到 :平面 的 胰 
e139. 


射 保持 入 片 边界 的 每 一 个 点 都 不 动 , 则 DD 的 所 有 点 都 在 的 
象 中 。 为 了 铺 平 证 明 这 一 定理 的 道路 ,我 们 首先 来 证 明 在 第 
17 节 中 根据 直观 认为 明显 的 下 述 命题 , 圆 在 各 内 点 处 的 围绕 
数 是 一 . 


引 理 车 O 是 平面 中 的 一 个 回 ,y 是 0 内 部 的 任 一 虚 ， 
并 且 go: [0， 四 >0 是 把 看 成 为 一 闭 曲 线 的 标准 娄 示 法 
(看 第 16 节 ), 风 

W (go, YW) =1, 

“为 了 证 明 这 引 更， 采用 划分 乡 一 和, 和， 二. 回 亿 p 是 

这 样 定义 的 ,选取 一 参考 点 90， 于 是 9 把 各 个 +E [0, 蕊 映 成 
“0 的 点 部 从 g0 到 gi 的 弧 所 
2 对 的 圆心 角 是 8601 度 ， 所 以 
”pf0， 当 ] 是 逆 时 名 方向 从 w0 
| 到 9 的 半 图 ， :9 二 是 地 
对 名 方 和 有 二 到 pl gp0 的 


图 27.1 半 加 绪 图 名 .0 取 9 为 中 
心 ， 从 第 22 节 的 规定 得 奢 (p， 幼 一 ?一 5 其 中 + 一 1, 3 一 0， 
于 是 在 y 是 中 心 时 , 引 理 成 立 ， 但 各 内 点 都 能 用 不 与 C 相遇 
的 线段 与 中 心 连接 起 来 ， 因 而 ， 由 定理 25.2， 它 号 中 心 有 相 
- 同 的 图 绕 数 . 
考虑 把 一 注 而 可 仿 缩 的 橡皮 国 片 的 回 边 六 在 一 桌面 上 的 
效果 ， 作为 下 一 命题 的 直觉 的 提 法 .保持 橡皮 圆 片 的 边 不 动 ， 
同时 伸 长 拉扯 或 扭 灾 这 橡皮 图 片 ; 四 下 起 要 看 见 加 片 下 而 是 
什么 ,我 们 会 什么 也 看 不 见 。 
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定理 23:1 设 f:D~> 卫 是 从 一 贺 片 了 DD 到 平面 P 的 -一 
个 映射 , 它 保持 边界 圆 C 的 各 点 不 动 . 则 象 fD 包 含 D 的 
全 部 ， 


令 go: [0，4->0 为 C 的 作为 一 闭 曲线 的 标准 表示 ， 又 
令 y 为 也 的 一 内 点 ， 因 J 保持 0O 的 各 点 不 动 , jlC 是 恒 同 
映射 ,就 是 fpo=go、 所 以 WW(fpo, y) =W (go, 仿 ， 前 面 的 : 
引 理 断言 瑟 (go, 四) 关 0; 因而 三 (fp y) 天 0， 主 要 定理 现 
在 适用 并 断言 YEfD. CO 的 各 点 在 也 中 , 因 ,JO=C，、 于 是 万 
的 全 部 在 fD 中 . 

作为 本 定理 的 一 个 推论 ,有 


推论 名.2 不 存在 从 圆 片 刀 到 它 的 边界 C 的 ， 而 保持 
C 的 各 点 不 动 的 连续 映射 ， 

人 们 当然 能 把 一 一 矩形 及 其 内 都 脆 射 成 它 的 边界 中 的 一 条 
边 , 使 得 这 条 过 保持 固定 .设想 把 挂 在 墙 上 的 一 幅 国 画 取 下 郑 
起 来 ; 在 这 映射 了 的 作用 下 ， 对 于 画 轴 上 的 全 部 点 2, fw=%. 
出 函 轴 席 表示 的 边 ,. 称 为 矩形 区 域 (国画 ) 的 一 个 收缩 核 ， 推 
论说 的 是 我 们 不 能 把 一 个 圆 的 内 部 卷 起 来 成 为 它 的 边界 就 
是 说 , 一 个 圆 不 蚌 加 片 的 一 个 收缩 核 。 想像 区 及 其 内 部 好 比 
是 训 的 边缘 与 鼓膜 ， 断言 是 : 整 张 鼓膜 无 法 拉 开 而 卷 威 进 绿 ; 
人们 根据 这 形象 化 的 例子 , 有 时 把 这 个 推论 称 作 鼓 面 原则 ，， 


习 是 


1. 证 明 答 形 区 域 忆 的 周 界 媚 , 不 是 了 的 收缩 核 ; 叙述 这 定理 ,推论 以 
及 它们 的 相应 的 证 明 、 提示 ， 利 用 一 同 胚 妨 P -> P, 映射 二 蔽 片 
了 到 区 域 瑟 上 (如 网 第 址 节 作 图 中 那样 作 映 射 , 把 吃 的 中 心 映 
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成 的 中 心 hs; 并 且 把 从 2 出 帮 的 各 射线 由 相似 灾 的 度 人 hz 出 
发 的 平行 射线 );。 
2. 令 今 y 为 一 图片 万 的 边界 C 上 的 一 由 证 明 ; 存在 从 D-y 到 Cg 
的 连续 映射 , 它 保持 OQ~y 的 各 点 不 动 . 
.如果 为 卫 内 部 的 一 点 , 证明: D~y 能 连续 地 收缩 到 C。 
， 证 明 下 列 的 每 一 个 能 成 为 贺 片 D 的 收缩 核 : 
(a) 局 的 任 一 直径 ; 〈b) DD 的 任 一 点 . 
5。. 叙述 并 证 明 推 论 27.3 在 一 维 时 的 类 似 命 题 


[ 


28. 不 动 点 性 质 


在 第 一 编 第 9 节 中 ， 我 们 证 明了 一 条 线段 的 任 一 自 映射 
至 少 有 一 个 不 动 点 。 现 在 我 们 要 对 于 一 个 圆 片 证 明 类 似 定 
理 ,， | 


定理 28.1 令 f:D 一 DD 为 一 个 圆 片 也 的 自 映 射 ， 则 了 
至 少 保持 D 的 一 个 点 不 动 ， 即 存在 至 少 一 个 点 ED 使 得 
fe= wv 


假设 不 然 ， 好 假 设 存在 一 个 无 不 动 点 的 映射 D->D. 则 
对 于 各 个 ED fw 与 2 都 不 同 。 因 而 可 以 作 一 条 射线 也 ， 
从 fz 出 发 而 且 通 过 w.. 令 gz 为 工 .与 口 的 交点 .如果 fs 在 
O 上, ym 是 与 CO 相交 的 另 一 点 ; 又 如 果 zEO， 则 gw<w. 
图 28.1 表 硼 可 能 性 中 的 几 种 ， 于 是 有 9:D->0, 与 glO 是 
恒 同 变换 ， 我 们 要 证 明 g 连续 ; 然后 g 与 推论 27.2 相 矛盾 ， 
而 这 矛盾 将 证 明 我 们 的 定理 . 

要 证 明 g 的 连续 性 , 令 wwED, 又 令 六 为 gro 的 一 邻 域 . 
我 们 来 作 m 的 一 邻 域 辽 使 得 scE 了 区 含 JpE 太 . 令 轴 ce 表 
示 术 的 端点 ， 又 令 m 为 线段 wo 到 Jeo 的 中 点 。 令 五 为 通 
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图 28.1 


过 5 与 m 的 直线 ,又 令 区 为 通过 。 与 m 的 直线 . 选取 jao 的 
一 个 圆 形 邻 域 W, 使 它 不 包含 五 或 KK 的 点 ， 因 了 连续 ， 就 
有 zo 的 一 个 贺 形 邻 域 UV 使 10'CN， 现 在 选取 % 的 一 邻 
域 0, 使 口 不 包含 有 或 K 的 点 ,并 且 UCU ， 则 我 们 有 如 
图 28.2 所 示 的 情形 ; 是 wm 的 一 邻 域 , 入 是 fwo 的 一 邻 域 ， 
U 与 六 都 不 与 五 或 下 相遇 ,以 及 JUCN， 此 外 , 一 点 cE 
DU 以 及 它 的 象 JoE 和 位 于 互 (并 且 也 是 羽 ) 的 两 人 出 ， 因 mo 与 
fwo 位 于 互 (并 且 也 是 下) 的 两 侧 ,并 且 吕 与 都 是 不 与 瑟 
(以 及 玉 ) 相 过 的 连通 集 . 


图 28.2 


因此 从 fs 出 发 经 过 2 的 射线 荆 , 与 吾 以 及 尺 两 者 都 
在 f% 与 % 间 相遇 ， 所 以 上 ,上 从 % 到 gw 这 线段 不 包含 琶 或 


» 137% 


玉 的 点 。 令 加 表示 从 m 映 到 0 的 径 向 射影 。 因 mm 在 
Lz 上 ,把 vo 映 成 gro、 现 在 有 把 从 m0 到 ww 这 线段 5 映 戌 
CO 的 从 gro 开始 的 一 条 弧 妇 .因为 8 不 与 卫 或 下 相遇， 
4 不 能 包含 5 或 6， 因 而 4' 完 全 在 玉 中 , 故 hvEV. 因为 
5 不 与 卫 或 下 相 过 ,与 前 面 一 样 ,随即 有 加 CV gw 的 从 
m 到 0 的 径 向 射影 是 gv; 即 hgv=gz. gv€ 5, 9 一 290 
内 CTF 这 三 个 断言 的 结合 蕴涵 :gcE 及, 而 这 就 完成 了 9 的 连 
续 性 的 证 明 ， 
习 ”是 
1 令 D 为 以 4 为 中 心 ,以 7 为 半径 的 加 片 ， 求 下 列 刀 的 每 一 个 自 映 
射 的 不 动 点 : 
(a) 绕 中 心 的 旋转 ， 
Ch)》 对 于 一 直径 的 反射 
《0) 向 着 中 心 的 一 个 收缩 的 相似 变换 ，. 
(a) 收缩 成 原来 大 小 的 一 半 , 继 之 作 二 * 的 平移 ， 
(6) 对 于 一 铝 生 直径 的 反射 ， 继 之 以 向 着 * 收缩 到 它 大 小 的 一 半 ， 
继 之 以 岗 右 于 + 的 平移 . 
(GE) 把 以 s 为 起 点 的 每 条 射线 映 成 为 以 s 为 起 点 的 一 条 射线 ， 但 
使 后 着 与 水 平 线 的 夹 角 两 倍 于 原来 的 夹 角 , 具有 相似 比 
总 ， 并 向 左 平移 车 + 


2. 证 明 ; 如 果 如 与 刀 同 有 蚂 , 则 任 一 映射 如 一 召 有 -- 不 动 点 。 
29. 向 量 场 


”平面 或 空间 中 的 一 个 向 最 是 一 对 有 顺序 的 点 。 习 惯 上 用 
连接 两 点 的 一 条 有 向 线段 来 表示 一 个 向 量 ， 其 方向 用 从 第 一 
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点 指向 第 二 点 的 箭头 表明 .向 量 的 代数 性 质 使 得 向 量 成 为 研 
究 高 维 欧 氏 空间 几何 必 不 可 少 的 工具 。 在 数学 物理 中 , 用 向 
量 来 表示 力 、 速 度 以 及 加 速度 , 也 非常 重要 . 
”我 们 将 要 运用 六 度 向 量 这 一 概念， 来 基 且 我 们 直观 地 令 
会 下 面 几 节 中 所 要 证 明 的 定理 , 如 果 一 动 点 通过 一 点 %, 它 在 
2 处 的 违 度 向 量 是 以 w 为 起 点 .以 运动 的 瞬时 方向 为 指向 而 长 
度 为 瞬时 速率 的 这 个 向 量 v。 如 果 这 点 以 同一 速率 在 同一 方 
向 继续 运行 一 单位 时 间 , 它 就 会 到 达 。 的 终点 2， 常 速 ( 即 党 
方向 与 常 速率 ) 只 是 最 简 情况 ,但 我 们 必须 考虑 动 点 沿 一 曲线 
的 运动 ， 这 时 , 当 点 沿 曲 线 移动 时 , 它 的 方向 与 速率 通常 会 改 
变 。 曲线 每 一 点 处 的 速度 向 量 切 于 这 曲线 , 指向 与 曲线 的 广 
向 相同 , 它 的 长 度 是 脖 时 速率 {( 弧 长 )/( 时 间 ) 在 时 间 趋 近 于 
0 时 的 极限 )， 例 如 ， 设 -质点 沿 一 曲线 运动 ,在 t 单位 时 间 
时 , 它 在 曲线 的 点 二 处 , i~0,-1, 2 3,…( 图 29.1 左 );. 而 附 
在 各 点 的 昭 向 量 表示 质点 符 这 些 点 处 的 速度 (图 29.1 右 ). 于 ， 
是 ， 在 点 1 与 2 处 较 小 的 速度 向 量 ,符合 对 从 1 到 多 以 及 
从 2 到 3 较 短 的 距离 ， 其 它 各 点 处 的 切 向 量 表明 点 8 处 的 速 ， 
度 突 增 ,点 4 处 减速 而 在 点 5 处 高 速 ,等 等 . 


图 239.1 


向 量 场 v 是 一 个 函数 ， 它 对 于 平面 (或 空间 ) 一 个 区 域 的 
每 一 点 %, 指定 一 个 以 ”为 起 点 的 向 量 vv。 如果 考虑 流动 的 
液体 或 气体 ， 不 同 质点 在 单独 一 朋 时 的 速度 向 量 形成 十 个 向 
基 场 。 例如 在 一 个 以 不 变速 度 和 定常 方向 的 稳定 流体 中 ， 
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向 量 都 平行 而 等 长 。 作为 另 一 例 , 考 虞 平面 绕 着 一 点 z 作 党 
角速度 的 旋转 ( 见 图 29.2), 在 一 点 “处 ,wz 垂直 于 连接 与 
的 直线 , 而 其 长 度 与 4(z, 区 成 比例 ， 向 量 ww 是 有 序 的 一 
对 点 (2, 区 ; 它 无 方向 而 长 度 为 零 ， 这 样 的 一 个 向 量 叫 作 堆 向 
量 , 
i 一 尝 动 流体 的 向 量 场 在 所 有 时 刻 都 相同 时 ， 叫 作 稳定 流 ， 
~、 明确 地 说 ， 速 度 向 量 仅 依赖 也 
> 7 质点 在 平面 (或 空间 ) 中 的 位 
Nf | 置 ,而 不 依赖 于 时 间 , 在 不 同 
vt 时 刻 通过 同一 点 的 两 质点 在 该 
图 : 29.2 点 有 同一 速度 向 量 ， 上 面 讨论 
的 两 例 , 都 是 稳定 流 的 例 ， 这样 的 流 衣 流 线 ， 都 是 质点 的 道 
路 ， 它 们 形成 一 曲线 族 , 使 得 通过 每 一 点 仅 有 一 曲线 , 并 且 在 
该 点 处 的 速度 向 量 切 于 曲线 ， 沿 任何 流 线 的 质点 始终 在 该 流 
线 上 . 能 把 流 线 当成 是 沿 它 自身 的 滑动 在 上 面 的 第 一 例 ' 
中 , 流 线 形成 一 族 平行 线 ， 在 第 二 例 中 ,它们 形成 以 2 为 中 心 
的 一 族 圆通 过 z 的 流 线 是 在 z 处 的 常 曲 线 . i 


30. 向 量 场 与 映射 二 者 的 等 价  -- ” 


乍 一 看 ， 要 用 数学 方法 来 处 理 向 量 场 ， 似 乎 是 相当 困难 
的 。 但 是 按照 下 列 方式 , 向 量 场 的 概念 完全 等 价 于 映射 的 概 
念 . 设 j:4 一 卫 为 从 平面 的 一 子 集 4 到 平面 的 一 个 映射 . 
令 为 卫 的 一 固定 参考 点 , 称 它 为 原点 ， 对 于 每 个 zE 4, 令 
22 为 从 2 出 发 的 向 量 ， 它 与 从 o 到 'Jo 的 向 量 平行 且 等 
长 . 于 是 对 于 每 个 映射 了 规定 下 一 个 向 量 场 v、 反 之 ， 如 果 . 
在 4 上 已 给 定 了 一 个 向 量 场 就 能 定义 卫 如 下 : fw 是 
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以 o。 为 起 点 的 .并 且 与 wz 平行 而 等 长 的 向 量 的 终点 。 容 易 看 
出 ,向 量 场 与 映射 二 者 之 间 的 这 个 对 应 是 一 对 一 的 . , 

能 用 两 向 量 等 价 这 概念 来 弄 清 这 个 对 应 ， 两 个 向 量 称 为 
等 价 的 向 量 ,如果 它们 平行 ,等 长 且 有 同样 的 指向 、 如 果 其 中 
一 个 为 零 向 量 ， 则 只 有 两 个 都 为 零 时 才 等 价 、 现在 如 果 " 是 
一 个 向 量 场 , x 处 的 向 量 等 价 于 o 处 的 唯一 一 个 向 量 , 而 这 
向 景 由 它 的 终点 JPor 了 唯一 确定 ， 反 之 ,如 果 f:4-> 卫 是 一 映 
射 , 我 们 就 能 获得 对 应 的 向 量 场 ”如 下 :定义 vw 为 “处 的 .并 
且 等 价 于 从 o 到 .je 这 疝 量 的 向 量 ， 

图 80.1 的 左 图 , 画 出 了 半径 为 了 的 圆 C 上 的 向 量 场 , 由 


各 点 处 长 为 到 了 并 且 指向 道 时 针 的 切 向 量 组 成 ， 图 30.1 的 
右 图 , 画 出 了 对 应 的 映射 的 像 、 这 时 候 了 是 一 个 相似 变换 : 把 


pa 
Vy 和 fo 
fo . 
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图 30.1 
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C 收缩 到 以 o 为 心 , 大 小 为 C 的 一 半 的 图, 并 且 把 C 旋转 了 
90"、 疼 30.3 夯 出 了 一 个 外 向 的 ,长 为 于 的 法 线 场 , 这 时 ， 


上 把 圆 缩小 一 半 ， 但 不 旋转 。 具有 等 长 的 内 向 法 线 场 会 给 出 
另 一 个 f, 它 是 上 面 的 那个 上 再 加 上 绕 。 旋转 180°. 

在 让 是 常 函 数 ， 把 4 的 全 部 映 到 单独 的 一 点 时 , 对 于 全 
部 2€ 4, 象 f2 是 同一 点 ， 于 是 对 于 全 部 %€ 4, 有 序 的 点 对 
(0, fz) 都 相同 , 并 且 对 应 场 的 全 部 向 量 都 平行 ， 都 有 同一 长 
度 与 同一 指向 ,这样 的 场 叫 作 常 向 量 场 . 

因为 向 量 场 与 映射 间 的 一 对 一 的 对 应 ， 我 们 能 把 为 映射 
而 定义 的 概念 和 性 质 转 用 到 向 量 场 ， 例 如 ，, 如 果 一 向 量 
场 o 的 对 应 函数 了 连续 ,我 们 就 称 v 连续 . 

习 题 

1. 对 于 下 列 从 卫 到 卫 的 各 个 映射 ,说 明 对 应 的 向 量 场 或 画 出 图 形 ; 

《a) 了 将 局 的 全 部 点 映 成 非 原 点 的 单独 一 个 点 ; 

(b) 了 为 恒 同 映射 ; 

(e) 了 为 绕 原 点 的 180° 旋转 ; 

(d) 了 将 所 有 点 按 一 国定 方向 平移 一 固定 距离 

(e) 7 为 对 于 过 o 的 一 直线 的 反射. 


31. 一 向 量 场 沿 着 一 闭 曲线 的 指数 


令 " 表示 平面 卫 的 子 集 4 上 的 一 连续 向 量 场 ， 又 令 
9: [4, 5]> 4 为 4 中 的 一 闭 曲线 . 设想 曲线 是 一 动 点 所 描 
出 的 ,在 有 曲线 的 各 个 位 置 = 处 ,向 量 vw 有 定义 ， 当 动 点 描 出 
这 曲线 时 ， 向 量 将 连续 变化 ， 旋 转 它 的 方向 并 改变 它 的 长 
度 。 当 这 点 回 到 它 的 初始 位 置 时 , 向 量 应 恢复 到 它 的 初始 方 
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向 与 长 度 ， 人 们 能 问 : 当 点 走 过 这 仙 线 时 , 向 量 的 方向 要 旋转 
多 少 整 图 ， 利用 第 30 节 的 相应 映射 :4 -> 了 ,能够 非常 清 
楚 地 陈述 这 个 问题 以 及 它 的 答案 。 复合 函数 fp:fc， 妇 一 卫 
是 平面 中 的 一 闵 曲线 。 如 果 原 点 o 不 在 Jp 上 ,， 则 围绕 
数 歼 (fg, o) 有 定义 ， 我 们 把 它 叫 作 向 量 场 v 灌 着 闭 曲 
线 9 的 指数 并 且 用 工人 w, 内) 表示。 于 是 

Z(o g)=W(fp, o). 

在 图 80.1 的 例 中 , 显然 有 I(v, 0) =1， 图 80.2 的 例 也 
一 样 对 , 而 内 向 法 线 的 第 三 例 世 -一 样 ， 但 是 图 31.1 中 的 常 向 : 
量 场 的 指数 是 零 ， 图 3.2 给 出 沿 着 一 圆 的 指数 为 2 的 一 向 
量 场 . 


图 31.2 “ 


定理 31.1 . 令 ， 为 定义 在 平面 中 一 图 片 刀 上 的 一 连续 
向 量 场 ,并且 使 得 也 的 边界 圆 O 上 的 任 一 点 “处 的 向 量 vw 
不 是 零 向 量 。 如 果 ? 的 沿 着 C 的 指数 T(%，C) 不 是 零 ， 则 在 
也 中 至 少 看 有 一 个 点 它 那里 的 向 量 wz 是 零 . 


把 第 二 编 主 要 定理 的 “ 喘 射 "语言 ， 翻译 成 < 向 量 场 "语言 
恰好 就 是 本 定理 . 令 廊 了 一 卫 为 对 应 于 场 w 的 映射 ;并且 令 
9: [0 切 一 O 为 把 C 作为 闭 曲 线 的 标准 表示 法 .由 假设 
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依 (fp, o) I(v, g) 不 是 零 ， 主 要 定理 断言 方程 fv~o 至 
少 有 一 解 z， 于 是 对 应 的 0% 必 是 零 向 量 ,因为 它 等 价 于 
从 0。 到 0 的 向 量 . 


定理 31.2 令 * 为 定义 在 图 片 卫 上 一 连续 的 非 零 向 量 
场 。 于 是 在 也 的 边界 O 上 , 至少 有 一 点 儿 , 在 该 处 的 vw 是 一 
外 法 线 , 至 少 有 一 点 ?在 该 点 处 的 wz' 是 一 内 法 线 ,并 且 C 上 
至 少 有 两 个 点 ,在 那些 点 处 的 向 量 都 与 G 相 切 .一 般 地 ,对 每 个 
角 ww 至 少 有 一 点 wE0, 使 得 vw 与 在 % 处 的 外 法 线 夹 角 为 x 


这 些 结论 的 成 立 ,主要 由 于 % 在 也 内 部 非 零 这 一 假设 , 
例如 ， 令 卫 的 中 心 为 0, 令 f:D-> 了 为 便 同 映射 对 应 
的 v 正 好 有 一 个 零 在 卫 的 中 心 。 定 理 的 结论 在 这 里 不 成 立 ; 
因为 在 C 的 等 点 " 处 , v4 都 是 外 法 线 ， 常 向 量 场 是 一 个 说 明 
这 定理 的 好 例子 (图 8.1D; 各 w 恰好 出 现 一 次 . 

只 需要 证 明定 理 31.2 的 最 后 结论 , 因为 它 蕴涵 前 面 的 各 
结论 。 只 要 令 a~0° 与 =180"， 就 分 别 得 到 关于 外 法 线 与 
内 法 线 的 结论 , 令 x 一 90” 与 270° 就 得 到 关于 切线 的 结论 ， 

. 为 证 明 这 最 后 结论 , 令 a 固定， 选取 D 的 中 心 为 原点 0， 
又 令 F 卫 一 卫 为 场 9 的 对 应 映射 ， 用 .9 表示 卫 绕 着 o 转 过 
角 一 “的 旋转 、 用 大 表示 从 o 到 盖 满 C 的 径 向 射影 因 % 永 
不 为 零 , 与 91D 不 会 包含 o。 从 而 轴 记 DC 有 定义 。 
因为 OcD, hg 能 看 成 为 一 映射 D->D， 定 理 28.1 断言 
hgf 至 少 保持 一 个 点 不 动 ; 那 就 是 , 存在 一 点 %EC 使 hgfw 一 
vw， 令 vw 为 在 映射 hy 作用 下 对 应 于 % 的 向 量 . 由 定义 , 它 
平行 于 从 o 到 hfw 一 % 的 向 量 ， 所 以 vw 是 在 处 的 外 法 
线 、 但 对 于 呈 的 任 一 点 y, vy 与 v9 怎样 区 别 呢 ? 因为 我 们 
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得 到 hyf, 是 首先 运用 9 到 了 ,然后 运用 到 gf, 从 而 得 到 
Vy, 它 是 先 把 vy 绕 着 9 转 过 角 一 0, 然后 把 长 度 改 为 0 的 
半径 长 . 于 是 ,在 CO 上 的 固定 点 % 处 ,向 量 %w 与 vw 的 夹 角 
一 定 是 a, 其 中 ww 已 说 明 是 外 法 线 . 


推论 如果 % 为 圆 片 D 上 一 连续 向 量 场 , 又 如 果 在 0 
上 % 永 不 与 O 相 切 ( 或 永 不 为 O 的 法 线 ), 则 在 忆 中 ， 至 少 
有 一 个 零 。 

前 面 的 结果 在 稳 流 的 研究 中 是 重要 的 ， 向 量 场 的 零 只 发 
生 在 流 中 保持 不 动 的 点 处 、 设 圆 片上 的 向 量 场 是 这 样 的 疝 量 
场 ,在 其 边界 C 上 , 场 为 内 法 线 .流体 显然 在 0O 的 各 点 处 流 
入 D. 直观 告诉 我 们 流体 必 在 也 内 某 处 堆积 .因为 场 没有 
与 CO 相 切 之 处 ,上 述 推论 告知 我 们 , 六 体能 汇集 在 流 的 至 少 
一 个 不 动 点 处 。 


3 li 


习 题 


1. 令 图 片 思 的 中 心 为 s， 对 于 每 个 点 xE D， 令 or 为 豁 长 的 向 
量 ,其 指向 是 沿 着 从 = 到 zx 的 射线 ， 则 在 边界 C 上， 各 wz 是 外 法 
线 , 不 存在 内 法 线 , 并 且 也 没有 wz 与 0 相 切 的 点 ， 这 是 否 与 本 节 
第 二 个 定理 的 结论 相 蔬 盾 呢 ” 

2。 对 圆 片 孔 的 下 列 各 映射 求 场 的 沿 着 0 的 指数 , 求 点 ¢€D, 其 
wz 为 零 , 求 点 2 0， 其 om 切 于 0， 其 oe 或 为 0 的 外 法 线 , 或 为 0 
的 内 法 线 . 

(a) 了 把 刀 的 所 有 点 映 成 中 心 s( 并 且 ozs); 、 
(b)》 是 便 同 映射 并 且 o 是 中 心 8; 
” (e@).7 了 是 得 同上 映射 并 且 o 是 在 距 s 为 +/2 处 ; 
(d) 于 是 重 同 映射 并 且 da(o， 2) >7; 
《e) 了 是 绕 着 中 心 的 180* 的 旋转 ,而 o。 是 的 一 个 外 点 ; 


~ 
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《分 了 由 一 园 定 向 基 所 规定 的 平移 并 且 口 是 在 7DD 之 外 ; 
”(g) 了 是 对 于 一 选 定 直径 的 反射 并 县 5 在 * 处 。 


32. 球 到 平面 的 映射 


我 们 说 球 5, 指 的 是 空间 中 与 一 点 z( 中 心 ) 的 距离 为 一 
固定 正 数 (半径 ) 的 点 的 全 体 ， 如 果 wES, w 的 对 径 点 2 是 
连接 ”与 ?的 直线 与 8 的 另 一 交点 ， 即 的 一 直径 交 避 于 相 
对 的 丽 点 与 和 

如 果 用 垂直 射影 把 球 太 里 到 一 平面 了 P， 则 有 -对 对 短 
点 2 与 2 使 得 fw 一 fw', 凤 过 z 而 秋 直 于 卫 的 直线 与 5 的 一 
对 交点 ， 奇 怪 的 是 ,这 结果 的 二 部 分 ,对 于 S 映 到 了 毅 任 何 
映射 都 成 立 ， 下 面 :类似 于 定理 10.1 的 定理 是 数学 家 
及 . Borsuk 和 8S. Ulam 在 1983 年 发 现 的 


定理 88.1 球 到 平面 的 每 一 个 映射/:S->P 把 8 的 某 
对 对 和 点 时 成 同一 点 也 就 是 ， 对 于 至 少 一 对 对 径 点 “与 of， 
fee. 


为 了 证 明定 理 ,随意 选取 卫 中 一 点 o。 作 为 原点 ， 定 义 从 
8 到 了 的 一 个 对 应 g:S 一 卫 如 


1 or 下 的 任 一 点 人 决定 了 它 
pa 的 对 径 点 w (图 32.), 并 且 
4 决定 了 fw 与 fw 以 及 从 fw 到 


fz 这 向 量 ; gw 是 等 价 于 这 向 

图 32.1 量 的 、 以 o 为 起 点 的 那 向 量 的 

终点 ， 于 是 9:S > 卫 有 人 性质， 对 于 每 个 ES，gw' 与 gw 关 
。 146 。 ， 


于 o 对 称 ; 因为 % 为 x 的 对 径 点 ， 只 要 把 从 fz 到 Jfzx' 的 箭头 
反 转 过 来 , 就 得 到 gx’。 只 要 能 证 明 g 把 8 的 某 点 映 成 0, 定 
理 就 证 明了 ; 因为 只 有 这 样 , 向 量 与 它 的 反 向 量 才 重合 

假定 已 知 g 连续 ; 这 在 以 后 会 证 明 的 . 令 P' 为 通过 5 的 
中 心 z 的 一 个 固定 平面 , 令 O 表示 P' 与 5 相交 的 同 , 又 令 D 
为 以 C 为 边界 的 P' 中 的 圆 片 。 如 果 象 9O 包含 o 即 存 在 S 
的 一 点 4 使 得 gz 一 o， 定 理 就 证 明了 .所 以 现在 只 需要 沦 虑 
“gC 不 包含 o 的 情形 . 令 互 为 8 被 P 所 分 成 的 两 个 半球 中 
的 一 个 ,又 令 岂 一 五 为 互 到 也 的 垂直 射影 的 逆 映 射 ， 则 
复合 映射 吵 :D -> 卫 在 边界 CO 上 与 9 重合, 令 p 为 0 作为 
闭 曲 线 的 标准 表示 法 (第 了 8 节 ). 证 明 围 绕 数 下 (gp, 0) 不 是 
零 ,本 定理 就 证 明了 .因为 一 旦 知道 围绕 数 不 是 零 , 主要 定理 
(第 18 节 ) 就 向 我 们 保证 ，D 中 存在 一 点 gy 使 gJy=o， 并且 
这 点 9 给 出 S 的 点 zw 一 Jy 满足 gz=o. 

我 们 将 说 明 歼 (gg, o) 是 奇 整 数 (回忆 有 零 是 偶数 ， 因 为 
2.0 一 0)， 来 证 明 玉 (gp, 0) 关 0， 令 4 与 84 为 gp 在 子 区 间 


|o 于 | 与 [去 ， 了 的 限制 ， 令 sop0 一 gl; 则 它 的 对 径 点 

% 一 9 去. 此 外 ,gr 表示 前 一 个 半圆 ,作为 从 wo 到 鸡 的 赐 

线 , ps 表示 另 一 个 从 坟 到 有 m 的 曲线 ， 现 在 选取 [0， 去] 的 

一 划分 ,对 于 曲线 gp 关于 o 它 是 充分 细 的 , 并 利用 第 23 节 

的 结果 来 计算 4(gpz, o) ,得 

(yy 0) 一 V 一 0 十 (一 S)360， 

其 中 7 一 * 是 整数 ， 而 * 与 4 分 别 是 从 o 到 9 与 从 o 到 

gro 的 两 射线 在 量 角 器 上 的 读数 ， 因 为 wm, 址 是 对 径 点 ,go 

o， gm 这 三 点 都 在 一 直线 上 ; 因而 uo 为 平角 的 测量 度数 ， 
ed7。 


即 % 一 0 一 土 180， 从 而 4 (gpi, 0) 是 180 的 奇数 倍 ; 
A(gp, 0) = (2m+1)180. 
图 32.2 表明 倍数 为 一 8 的 情形 . 和 
其 次 考虑 从 9ab 回 到 gmo 的 曲线 gpa. 令 h:P 玉 > 了 为 绕 0 


转 过 180* 的 旋转 ， 和 如 果 +€ [0， 去]， 则 t 二 二 €[ 生 ,4]， 
与 s(t 二 训 ) 是 put 的 对 径 点 ， 从 而 由 g 的 对 称 性 ,有 


gpsl(t 十 妾 ) 一 hg pit， 对 所 有 的 it€ [。 三 |]. 
也 就 是 说 ， 曲 线 gps 是 由 曲线 gqu 经 过 180° 旋转 而 得 (看 图 
; .82.2)， 因 为 旋转 保持 角度 , 
4(gpi, 0) 一 4(gpa,，0)。 运用 
4 的 可 规 性 质 , 得 : 
Algp, o) 
一 4(gpu 0) +A(gpa, 0) 
=—2A(gg, 0) 
=2(2m +1)180 
= (2n+1)860, 
内 此 . 
W (gp, o) | 
=A(gp, o0)/8360=2m+1, 


这 就 完成 了 瑟 (gyp, 的 是 奇数 的 证 明 .… 四 

9 的 连续 性 还 待 证 明 ， 令 %‰。 为 全 的 一 点 ， 义 令 思 为 
gmo 的 半径 为 7 的 圆 形 邻 域 ， 令 口 , DU 分 别 为 fwo, /由 的 加 
形 邻 域 , 其 半径 都 为 7/2. 因 J 连续 ,分 别 有 zo, 芭 的 邻 域 V， 
六 使 /VcU 与 JV'CU', V' 的 点 的 对 径 点 集合 是 ow% 的 
一 邻 域 ， 令 到 为 包含 于 太 与 卫 两 者 之 中 的 m 的 邻 域 ， 于 
,4S。 


是 ,若是 村 中 一 点 ,我 们 有 zeE 玉 与 wET4 从 而 有 fwE 
了 与 Jo'EU'。 令 y 为 的 点 , 使 得 由 fzo 到 y 的 向 量 等 价 
于 由 fw 到 fw 的 向 量 (看 图 33.3) ， 既然 由 定义 , 从 o 到 gw 
的 向 量 也 等 价 于 从 fw 到 fw 的 向 量 ,而 从 o 到 gao 的 向 量 等 
价 于 从 fwo 到 jz 的 向 量 , 可 见 距离 

d(g%, gro) —d(y, fot). 
由 三 角形 不 等 式 , 这 距离 所 以 小 于 或 等 于 

dly, fo) +ad(fe’, fe). 
从 平行 四 边 形 ，d(y,， fw) =d(fzo, fz), 并且 这 个 距离 与 
d(fw', J 区) 两 者 都 小 于 7/2; 所 以 它们 的 和 小 于 7， 这 就 区 涵 
着 geEN. 因而 g 把 WW 映 入 要 . 这 证 明了 g 的 连续 性 ,于 是 
完成 了 定理 的 证 明 . 


图 32.3 
我 们 来 给 出 一 个 应 用 。， 设 地 球 表面 为 一 球面 S, 并 且 在 
任何 瞬时 ,气压 pz 与 气温 如 都 是 ER8 的 连续 函数 ， 在 平面 
P 卫 中 ,选取 一 原点 , 过 该 点 的 两 条 互相 垂直 的 有 向 直线 以 及 一 
量度 单位 ,作成 直角 举 标 系 ， 对 于 5 的 任 一 点 w, 令 fw 为 P 
的 点 ,其 举 标 是 (pz, tm) .因为 p 及 t 连 续 , 从 而 5S>P 连 
续 .现在 把 定理 应 用 到 这 个 f, 就 得 到 : 


推论 在 各 瞬时 ,地球 表面 有 一 对 对 径 点 ,在 该 两 点 处 的 
气压 相等 , 并 且 气 温 也 相等 。 
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显然 气压 与 气温 的 物理 性 质 都 与 结论 无 关 ; 2 与 可 以 

是 任何 两 个 定义 在 S 上 的 连续 实 值 函 数 .。 - 
“也 可 注意 , 如 果 考 虑 一 个 单独 的 函数 , 例如 气温 , 则 定理 
10.1 告诉 我 们 , 在 每 一 个 大 加 上 有 一 对 对 径 点 ， 该 两 点 处 的 


气温 相等 ， 


习 题 
1. 令 8 为 民 中 的 球 ,以 rf 为 半径 ， 以 直角 再 标 系 (zl x2, zs) 的 原点 
为 中 心 &。 令 已 表示 (zl mm) 平 面 ， 又 令 厂 表示 对 办。 试 求 在 
， ,了 :8 -> PP 作用 下 具有 同一 象 点 的 诸 对 对 径 点 , 如果 了 是 (a)8 映 到 
、. 荆 的 垂直 射影 (所 有 投射 线 都 秋 直 于 工 ); (b)8 先 绕 着 荆 旋 转 90"， 
然后 跟着 一 个 到 卫 的 垂直 射影 这 二 者 的 复合 函数 . 
2. 如 果 对 径 点 用 经 过 屋内 部 非 中 心 点 的 @ 的 直线 所 定义 , 证明 Bor- 
、 suk-Ulam 定理 的 结论 仍 成 立 . 
3， 如 果 把 球面 换 成 椭 球 面 或 方 盒 面 ， 并 且 对 径 点 关于 中 心 对 称 求证 
定理 的 结论 成 立 。 


33. 分 火腿 三 明治 


本 节 定 理 系 定理 11.1 的 三 维 推广 ， 该 定理 说 ,平面 中 任 
何 一 对 有 界 连通 区 域 能 被 单独 的 一 条 直线 恰好 分 成 两 半 ( 面 
积 相等 的 两 六 ),， 


"定理 38.1 令 4, B, 0 为 空间 中 三 个 有 界 达 通 开 集 , 则 
存在 单独 的 一 个 平面 ， 它 把 每 一 个 都 恰好 分 成 体积 相等 的 两 


三 个 球体 以 及 通过 它们 中 心 的 平面 提供 了 一 个 例子 ， 定 
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理 的 力量 在 于 ， 册 使 区 域 不 规则 它 也 成 立 ， 如 果 把 4, 方 解 
释 为 面包 片 而 C 为 夹 在 它们 之 间 的 火腿 , 则 结论 能 解释 为 :. 
能 把 火腿 三 明治 用 一 刀 切 开 ， 使 得 两 片面 包 与 一 片 火腿 都 恰 
好 分 成 两 半 ， 

为 着 证 明 此 定理 , 先 选取 包含 4，B，O 的 一 个 球 S， 存 
在 着 这 样 一 个 球 ,因为 4, B, O 都 有 界 ， 令 球 的 中 心 为 避 半 
径 为 *. 对 于 各 vcE8, 令 ,表示 过 z 与 % 这 直径 的 直线 , 我 
们 将 证 明 ， 

(1) 对 于 各 ES, 在 Da 上 存在 着 恰好 一 个 点 zx, 使 得 
在 wi 处 垂直 于 I 的 平面 把 4 按 体积 分 成 两 半 ， 

一 且 证 明了 这 一 事实 ,就 令 gaz 为 距离 4(%,.w4), 它 附 有 
正 号 ， 如 果 办 在 由 到 x 的 线 角 上， 而 附 有 负 号 如 果 ws 在 
由 4 到 的 对 经 点 w 的 线段 上 ,因为 工 ,与 Ls 重合 ;并且 在 
L, 与 I 所 到 的 坐标 系 的 指向 相反 ， 又 因为 Yt, 汤 以 ， 

Jat gap 

用 加 与 0 分别 将 代 4， .用 关 似 的 方式 分 别 定义 wp, gm 
与 wo, ga%. 现在 考虑 映射 六 SR 对 各 zwE8， 规定 象 点 
的 坐标 为 


{ 


| fe De (94 一 9a0，94Z 一 ge， 
我 们 将 证 明 ， 
(2) 广 连续 
一 且 且 证 明了 人 与 (2)， 就 能 很 快 地 完成 定理 33 汪 的 证 明 
如 下 . 由 定理 82.1, 存在 一 点 4 使 Je- 名 从 加 与 Jor 的 
坐标 相等 ， 得 到 
ga 一 ga 一 guo 一 gao/， 
940 一 gow 一 9h0 — gew’, 
再 爷 借 上 面 已 说 明 的 关系 94 一 一 gaw，gaz' 一 一 gpw 以 及 
151。 


go 一 一 gow, 第 一 个 方程 化 简 为 4% 王 gaz 而 第 二 个 为 gaz= 
goz。 因而 ,对 于 点 w€5, 它 的 象 与 它 的 对 径 点 w 的 象 重合 
的 ,有 四 =za= ao 并 且 在 这 点 ”处 垂直 于 Ls 的 平面 把 所 有 
三 个 区 域 分 成 两 半 . 

为 着 证 明了 D ,对 名 点 YE Ls, 令 也, 表示 过 y 面 垂直 于 
Zs 的 平面 ， 考 虑 4 的 .与 Z 在 也, 的 同一 侧 的 那 部 分 ， 令 鹏 
表示 它 的 体积 ， 当 g 从 wz 变 到 z 时 , jy 从 4 的 体积 变 到 零 . 
车 ,Vz 都 在 Ls 中， 差 [Ay — hyal 至 多 是 实 球 在 两 平面 
Py 与 Ps 之 间 的 那 部 分 体积 ,而 这 是 小 于 79 级 一般 | 的 
这 证 明 刀 在 ,的 各 点 y 处 连续 ( 取 8e/xwr”)， 所 以 第 一 纺 
的 主要 定理 保证 ， 存 在 一 点 9 使 加 是 4 的 体积 的 一 半 . 如 
果 有 两 个 这 样 的 点 , 那 将 会 有 两 个 平行 的 平面 P 与 Ps 都 把 
和 4 分 成 两 半 。 空间 在 .Pa 与 Ps 之 间 的 那 块 厚 片 9, 将 其 你 的 
空间 分 成 两 个 不 连通 部 分 ， 因 为 人 是 连通 的 ,并 且 在 各 部 分 
有 它 的 一 半 体 积 , 4 必 包 含 & 内 部 的 一 点 9、 因为 4 与 @ 都 
是 开 集 ,就 有 9 的 一 球形 邻 域 J 包含 在 4nQ@ 之 中 ， 既 然 吕 
有 正体 积 ,所 以 4n8 也 如 此 ， 从 Pi 移 到 Ps jy 就 改变 了 
ANQ 那么 大 的 体积 , 所 以 Pi 与 Ps 都 不 能 分 4 成 两 半 ， 这 
就 证 明了 (1H) . 

为 着 证 明 (2) ,的 连续 性 ,只 要 证 明 f 的 各 此 标的 连续 
性 就 够 了 ， 我 们 将 只 证 明 gs 连续 , 其余 的 留 给 读者 ， 令 0 为 
8 的 一 点 ， 要 证 明 在 该 点 处 94 连续 ， 又 令 D4 为 Lo 上 的 点， 
在 该 点 处 垂直 于 Jo 的 平面 P, 切 开 4 成 两 半 ,， 令 z 为 8 上 
挨 近 。 的 点 ， 又 设 za，P4 类 似 地 定义 ， 图 33.1 显示 出 我 们 
关心 的 图 形 与 过 c, w “的 平面 的 相交 。 我 们 要 证 明 , 将 4% 限 
制 于 挨 近 ce( 在 W(c 5) 中 ), 能 使 194w 一 gsc| 小 于 预定 的 
e>0., 
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图 33.1 


令 过 6 与 4 的 大 回 交 了 P, 于 ww 与 0 两 点 ， 令 P 与 P" 分 
别 为 过 和 与 ?而 垂直 于 荆 ; 的 两 平面 , 令 入 表示 5S 的 内 部 . 
与 6 在 书 同 侧 的 那 部 分 六 被 包含 在 与 o 在 -P。 同 侧 的 那 部 
分 友之 中 ,既然 4CW, 与 o 在 己 同 侧 的 4 的 那 部 分 被 包含 
在 与 在 了 同 侧 的 4 的 那 部 分 之 中 .所 以 ,如 果 以 及 表示 4 
的 体积 ， 与 6 在 忆 同 侧 的 4 的 那 部 分 体积 至 多 是 耿 /2， 由 
类 似 的 论证 ， 与 。 在 P" 异 侧 的 4 的 那 部 分 体积 ， 至 多 是 
V/2. 从 而 Ps 必 在 P 与 P" 之 间 . 所 以 ,车 ww 是 P' 与 P" 之 
间 的 距离 ,我 们 有 
|9az 一 guc| <w. , 
要 得 到 w 的 大 小 的 估计 , 注意 从 两 三 角形 的 相似 ， 得 ， 
他 _ Ge， 2) 
Cl v) dlz, wv)’ 
其 中 e 是 “在 Zo 上 的 垂直 射影 ; 因为 ds, 四 一， 即 得 
dl wy) de 四 ， 


w= 了 
因为 4(w, 2)<<27, 并 且 ac ww) a(c, 2)， 得 
< 和 20d(c，z) . 
所 以 ， [gw— gac| <2d(6, 2). 
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对 于 一 已 知 e>0, 取 3=-<c/23 则 w€ WN(e, 8) 蕴含 着 
jgaz 一 gac|<e。， 这 证 明 gz 在 6 处 连续 ， 因 为 这 对 各 个 cE 
5 成立, 从 而 g4 在 S 上 连续 ， 定 理 33.1 的 证 明 到 此 完成 . 


习 题 
1, 设 4 是 一 个 实心 球 , B 是 立方 体 , C 是 一 实心 柱 体 ， 描述 把 这 三 
个 立体 都 切 成 两 半 的 一 个 平面 . 
2. 设 4 为 实心 球 , 如 为 实心 半球 , 其 灿 通 过 4 的 中 心 ,而 且 C 是 任 一 
第 三 个 立体 .在 这 情况 下 , 试 直接 证 明 本 定理 ， 


34. 一 球面 的 切 向 量 场 


- 念 ? 开 示 定义 在 空间 一 球面 上 的 一 个 向 量 场 ( 见 第 29 
节 ). 对 于 中 的 每 一 点 包 它 指定 了 一 条 以 为 起 点 的 有 向 线 
段 ， 如 果 对 于 驴 的 答 w, 以 w 为 起 点 前 客 线 钱 都 切 于 ,让 
等 价 地 , 垂直 于 半径 zo, 其 中 4 是 的 中 心 ,我 们 就 说 场 o 是 
8 的 切 向 量 场 ， 如 同 第 80 节 中 那样 ， 取 一 原点 0， 并 定义 : 
gz 为 从 0o 出 发 而 与 wz 平行 且 等 长 的 向 量 的 端点 , 这 样 来 把 
8 映 入 空间 的 一 映射 g 与 配合 。 我 们 说 ， 当 配合 的 9 连续 
时 , 9 就 连续 ， | 


定理 34.1 令 。 为 在 一 球面 8 上 定义 的 并 是 与 S 相 切 
的 连续 向 量 场 ， 则 & 上 存在 至 少 一 个 点 z 使 得 vz=0、 


能 把 5 的 一 个 切 向 量 场 解释 为 一 个 流 。 定 理 殖 涵 : 球面 
上 任 一 稳定 流 至 少 有 一 个 静止 点 . 举 一 个 实际 例子 , 设 地 球 
表面 是 一 个 球面 , 并 且 风 流 的 速度 向 量 是 连续 的 。 则 在 任 一 
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瞬间 , 地 球 上 的 某 一 点 处 无 风 . 

如 果 把 一 球 绕 着 一 轴 以 常 角速度 旋转 ， 我 们 得 到 具有 两 
个 静止 点 的 流 ， 

为 了 说 明定 理 ， 让 我 们 作出 5 的 一 个 切 向 量 场 ， 具 有 恰 
好 一 个 零 在 点 和 处. 令 卫 为 8 的 过 点 mw 的 一 有 向 切线 .在任 
一 不 同 于 wo 的 点 E58, 由 2 与 也 决定 一 平面 Ps, 它 交 六 于 
圆 C。。 给 予 O。 以 相同 于 其 切线 工 的 指向 ,定义 wz 为 P, 中 
一 向 量 , 它 以 4 为 起 点 并 且 切 于 Os 长 为 距离 A(z, 20) 之 
半 , 而 指向 与 0s 一致， 图 34.1 显示 Ps 中 若干 个 切 于 0 的 
向 量 ; 我 们 已 把 工 的 指向 向 上 ,于 是 CO。 逆 时 针 方 向 ， 注 意 到 
当 % 驳 近 于 m 时 向 量 越 来 越 短 .规定 vwo 一 0 来 完成 4 的 定 
义 而 获得 一 连续 场 。 

与 一 球面 形成 对 照 , 环 面 ( 车 轮 内 胎 ) 具 有 无 处 为 零 的 、 连 
续 的 切 向 量 场 。 画 出 车 轮 内 胎 绕 一 轴 旋 转 的 速度 场 ， 同样 ， 
画 出 一 烟 圈 . 1 

… 证 明 选 定 一 个 过 好 的 中 心 : 的 平面 P， 令 0 表示 加 
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了 PnS,， 又 令 也 为 王 中 以 C 为 边界 的 圆 片 . 用 已 与 五 "表示 
S 的 .由 CO 所 决定 的 两 个 闭 半球 ， 考虑 过 * 并 垂直 于 卫 的 直 
线 ; 令 它 与 五 及 五 ' 的 交点 分 别 为 极点 六 及 p'。 令 hiH'> 
也 为 从 p 作 球 极 射影 所 给 定 的 拓扑 等 价 ， 明 确 地 说 ， 如 果 
wEH', 则 ht 是 DD 与 从 p 到 4% 这 线段 的 交点 ， 类 似 地 ， 令 
:及 ~>D 为 从 gp’ 作 球 极 射 影 所 给 定 的 拓扑 等 价 . 

只 要 能 证 明 下 述 断 言 就 够 了 ， 如 果 % 在 两 个 半球 之 一 上 
无 零 向 量 ， 辟 如 说 在 互 ' 上 ， 则 在 瑟 上 必 有 一 个 零 疝 量 ， 作 
为 第 一 个 主要 步骤 ,我 们 将 证 明 ， 

1， 球 极 射影 把 五 /上 的 场 。 映 入 轧 上 的 场 w, 使 得 
在 对 应 点 处 的 向 量 等 长 ， 同 样 ,大 把 互 上 的 场 v 投 射 成 也 
上 的 场 w。 

:一旦 完成 这 证 明 , % 在 瑟 上 无 零 向 量 的 事实 将 蕴涵 
w 在 DD 上 无 零 向 量 ; 因 而 由 定理 入 .1, 指标 了 (wo 0) =0. 
然后 , 作为 第 二 个 主要 步骤 ,我 们 将 证 明 

. 2. 在 0 的 一 点 处 , 向 量 ww 与 ww 是 把 vw 弹 O 的 切 
线 ， 先 按 一 个 方式 旋转 90° 而 后 按 另 一 个 方式 旋转 90° 所 得 
到 的 ， 这 一 事实 以 及 IT(w, 0) = 0 就 蕴涵 I(w, 0) =2. 

一 旦 证 明了 这 个 ,应 用 定理 3L.I 以 及 I(w, 0) 关 0, 就 可 
得 到 ww 在 思 的 某 点 处 有 一 零 向 量 的 结论 ; 从 而 2 在 瑟 的 对 
应 点 处 有 一 零 向 量 ， 所 以 留待 证 明 的 是 1 与 2. 

对 于 8 的 各 点 "， 令 多 表示 过 xz 而 与 8 相 切 的 平面 . 
当 % 在 H' 中 时 , 用 平行 于 过 2 与 ”的 直线 的 一 族 平 行 线 的 
平行 射影 来 定义 映射 及 :T,>P， 明 确 地 说 , 对 于 gET， 
过 ?9 作 一 直线 平行 于 过 与 4 的 直线 , 则 如 (9) 是 所 作 的 直线 
与 的 交点 (看 图 84.2)， 证明 从 jp 到 的 直线 与 ,的 夹 角 
等 于 它 与 卫 的 夹 角 , 只 是 初等 几何 的 一 个 习题 ， 所 以 是 等 
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拭 ( 保 持 距 离 ) 映 射 ， 定义 孔 中 的 场 w 如 下 , EH’ 给 出 DD 
中 的 jz 一 外 了 中 yy 处 的 向 量 w'g 定义 为 Ts 中 向 量 w 在 P 
中 的 hs 象 ， 因为 后 是 等 距 上 映射 , 向 量 2wy 与 ow 等 长 同 
样 ， 对 于 wE 及 ， 我 们 利用 平行 子 过 Pp 及 wz 的 直线 来 定义 
各 :2 一 卫 , 并 且 在 y~Nw 时 ,ay 是 v2 的 太 象 . 这 就 定义 
了 刀 上 的 场 w 与 w, 并 且 完 成 了 1 的 证 明 . | 

当 zEO 时 ,有 jz 一 z 与 Mew 此 外 ,平面 与 也 都 眼 
过 2 与 2 的 直线 作成 45° 角 . 故 从 兄 , 肌 到 卫 的 映射 妈 可 以 
看 成 是 把 TD; 绕 着 C 在 4% 处 的 切线 [旋转 90° 的 结果 , 同样 
地 , 及 是 把 了 T 绕 着 De 但 在 相反 方向 旋转 90? 的 结果 ， 所 以 
作 平 面 卫 关 于 0 在。 处 的 切线 的 镜面 反射 ， 向 量 ww 就 
是 ww 的 反射 象 … 

如 同 第 80 节 中 所 指出 的 ， DD 上 的 场 履 可 解释 为 一 映 
射 f;D>P， 因 为 ww 无 零 向 量 , fD 不 包含 原点 ， 把 O 在 
了 上 缩 到 刀 的 中 心 点 的 标准 收缩 更 :@ -> D, 与 了 作 复合 映射 
fT5， 就 给 出 从 闭 曲 线 了 1O 到 单独 一 个 点 (参看 第 24 节 与 第 
25 节 ) 的 一 个 同 伦 。 把 这 同 伦 的 对 应 于 一 个 值 *E [0, 如 的 
每 一 阶段 重新 解释 为 O 上 的 一 个 向 量 场 忆 , 其 中 向 量 都 在 
P 中 、 当 * 从 0 变 到 工时 ,我 们 得 到 O 上 的 一 个 变动 的 向 量 
场 ; 那 就 是 , 对 一 冉 定 的 2EC, 当 直 从 0 变 到 工时 , 向 量 必 ve 
绕 z 旋转 ， 当 z 一 0 时， 地 场 是 辽 ,， 而 当 r= 工 时 ， 骸 是 常 向 
量 场 ( 全 部 向 量 平 行 并 且 等 长 )， 因 为 /D 不 含有 原点 ， 向 量 
Ww 都 不 为 零 ， 

考虑 平 画 卫 关于 闷 的 反射 , 定义 ww 是 向 量 尼 m 在 这 
反射 下 的 象 ， 于 是 ,对 于 各 个 w "or 是 C 上 的 一 个 向 量 场 , 其 
向 量 都 在 卫 中 .并 且 当 从 0 变 到 工时 ,我 们 得 到 从 场 几 = 
wo 到 场 ww 的 一 个 同 伦 ， 因 为 ww 水 不 为 零 ， 从 而 ww 与 
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ti 在 0 上 有 同一 指数 ,观察 图 84.3， 就 容易 算出 指数 了 (oa 


0).0O 上 常 向 量 场 避 用 实 线 向 量 
表示 . 场 wi 用 虚线 向 量 表示 , 在 


实 线 向 量 以 % 关于 切线 五 的 反 
射 象 ， 在 图 384.8 中 ， 设 我 们 从 
C 的 最 高 点 开始 ， 沿 顺 时 针 方 向 
绕 C 跑 一 圈 ， 开 始 wiz 一 wz 指 
34.3 ” 向 右 ， 在 走 过 O 的 四 分 之 一 时 ， 
wuzw 已 道 时 针 方 向 转 了 180,， 并 指向 左 。 当 我 们 继续 绕 着 C 
跑 , 它 继续 以 同一 速度 旋转 ， 当 我 们 绕 C 跑 完 一 圈 , 它 就 着 
时 针 方向 转 了 720%， 所 以 TGwy，0) =2、 因 To，O) ~ 
TQw, 0), 从 而 了 (w, 0) =2， 这 就 完成 了 定理 的 证 明 ，- 


习 题 


1. 试 证 定义 在 球 上 的 一 个 过 续 的 非 向 量 声 ( 但 不 要 、 求 向 量 切 于 
、 “ 球 ) 至 少 有 一 个 向 量 与 球 垂直 ， : 
2. 各 (全 站) 杀人。 


35. 复数 


一 个 实 变数 x 的 某 些 多 项 式 ， 例 如 必 十 ”十 1, 没有 实 堆 
点 , 这 是 大 家 都 知道 的 ， 这 种 多 项 式 中 最 简 的 是 ”十 1, 它 合 
人 们 引进 了 纯 虚数 MV 一 I 用 表示， 然后 发 现 其 它 多 项 式 
的 零点 都 能 表 成 4 十 访 -这 种 形式 ， 其 中 ， a 与 5 是 实数 . 例如 ， 
好 二 1 的 零点 是 
1,,V3 1 EE 


tig, Hi 
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C 的 各 点 % 处 ， 虚 线 向 量 wis 是 


1 .V3 1 ,V3 
“Tt: “a ‘a 
这 能 用 直接 代入 来 验证 ， 


我 们 应 该 把 数 系 的 这 种 扩大 ， 跟 第 5 节 所 讨论 的 各 种 扩 
大 比较 。 需 要 这 种 扩大 的 原因 完全 类 似 : 求解 多 项 式 方程 时 ， 
实数 系 已 显得 不 够 。 这 就 立刻 产生 两 个 问题 , 必须 用 多 大 的 
一 类 数 才 能 使 每 个 多 项 式 有 一 个 零点 ? 怎样 几何 地 描绘 新 的 
数 ? 下 一 节 中 我 们 将 要 说 明 , 复数 集合 就 足够 大 了 。 本 节 中 
我 们 将 复习 复数 的 基本 性 质 与 它们 的 几何 解释 . 

正如 实数 能 用 直线 上 的 点 表示 一 样 , 复数 能 用 平面 P 上 
的 点 表示 ， 一 个 复数 zx 十 亡 只 不 过 是 一 对 实数 (w, 四 ， 在 也 
中 选 定 了 原点 .两 垂直 的 坐标 轴 和 长 度 单位 后 , 实数 对 (2, 儿 ) 
能 画 成 以 (ww 9) 为 坐标 的 点 ， 如 图 85.1 中 所 表明 的 ，y=0 
《 即 形式 为 "或 (z 0)) 的 复数 叫 实数 .它们 是 % 轴 上 的 点 , 
2 一 0( 即 多 形式 的 或 (0，9)) 的 复数 岂 比 虚数 。 它 们 是 y 轴 
上 的 点 ， 任 何 复数 > 十 码 在 两 坐标 轴 上 的 垂直 射影 是 z 与 
多， 实数 2, y 叫 作 zw 十 gy 的 实 部 与 虚 部 . 

为 着 使 复数 形成 数 系 ，, 必须 定义 复数 的 加 法 与 乘法 这 两 
种 运算 .两 复数 相 加 是 把 它们 的 实 部 与 虚 部 分 别 相 加 . 


《zl 十 


2 


zo,Y1 Fh) 


Pep 
四 


图 35.1 图 35.2 
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(v1, Yi) + (va, Ya) = (v1 va, Yi+ Ys): 

或 , 等 价 地 ， 

(v1 iyD) 十 (oa 十 和 3) = (1+ va) +i(W + Ya) . 

加 法 的 几何 图 形 就 是 向 量 加 法 的 几何 图 形 ， 其 中 各 复数 
(z，y) 表示 为 从 原点 到 点 
(w, 幼 的 向 量 。 两 向 量 的 和 正 
好 是 以 这 两 向 量 为 邻 边 的 平行 

”四 边 形 的 对 角 线 ( 见 图 35.2). 

乘法 比较 复杂 ， 用 坐标 来 
表示 时 ， 容 易 用 下 面 的 规律 来 
得 到 乘积 ， 

(oa，90 * va, Ya) = (viva — YiYs, viyat voy!), 


例如 @, -3) (二 , 5)- (4 各). 


假定 了 复数 适合 分 配 、 结合 与 交换 律 ,以 及 总 = 一 1 这 一 个 额 
外 的 规则 ， 就 能 推导 出 乘法 规则 如 下 ， 
(cx 十 区 1 (0 斗 gs) = mwa widYg + Ysa + yya 
wiv yyy + ay 
= (Viva — YYa) Ti(viYya + va) 
乘法 的 几何 图 形 根据 于 向 量 的 夹 角 以 及 长 度 ， 在 原点 的 
角 都 从 正 w 轴 量 起 . 于 是 任何 以 原点 为 起 点 的 向 量 ; 由 一 对 
数 [r, 外 决定 ; . 其 中 0 是 它 与 xz 轴 夹 角 的 度数 ,+>>0 是 它 的 
长 . 两 向 量 (复数 ) 相 乘 是 把 它们 的 角 相 加 ， 它们 的 长 相 乘 ( 见 
图 35.3)， 例 如 ， 4 一 [|， ‘90°]; 因而 汉 = [1, 180° ]=(~ 1, 0) 
= 一 1. 从 代数 规律 推导 出 这 几何 规律 是 三 角 学 中 的 一 个 习 
题 ， 在 代数 规律 中 代入 V1 一 COS 级 ,Yi 一 71Sin 01 等 等 ,然后 
应 用 正弦 及 余弦 的 加 法 公式 ， 
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还 应 做 许多 工作 来 说 明 这 些 定义 合理 ， 第 一 ， 分 于 
沿 * 轴 的 数 , 必须 验证 其 加 法 与 乘法 同 实数 的 一 样 ， 这 就 家 
明 复数 形成 实数 的 一 种 扩展 。 其 次 应 证 明 , 关于 实数 的 一 切 
代数 规律 对 复数 都 成 立 , 例如 加 法 与 乘法 的 结合 律 、 交 换 律 以 
及 分 配 律 。 实 数 1 (1, 0) 是 复数 的 单位 ,就 是 (1, 0) . (%, 功 
一 (o, 急 ， 原 点 (0，0) 是 加 法 与 乘法 两 者 中 的 零 

C0, OO +o, WD =(%, WD), (0 0. = (0, 0)， 
最 后 应 该 证 明 加 法 与 乘法 都 是 连续 运算 . 

习惯 上 总 把 (%, 四 缩写 成 2 于 是 z=% 十 多、 从 而 ，z2 一 
z'z 一 (9 一 ,22y)， 对 所 有 的 整数 n>1, 用 归纳 法 规律 
巡 一 2 加 来 定义 加， 于 是 fz 一 洲 定义 从 复数 集合 到 自身 的 
一 个 映射 了 -> 了 。 如 果 n 一 1, 了 只 不 过 是 恒 同 映射 ， 如 果 
一 2， 则 是 两 倍 从 z 轴 量 起 的 角 以 及 平方 从 原点 量 起 的 距 
离 。 从 0 出 发 的 各 射线 映 成 两 们 和 角 的 射线 ， 以 0 为 中 心 、 
以 7 为 半 色 的 圆 喘 射 到 以 0 为 中 心 .以 "为 半径 的 贺 上 ,并 线 
它 两 次 ， 最 好 把 也 设想 为 从 0 出 发 的 射线 扇形 . 于 是 2 可 
盖 这 扇形 自身 两 层 ， . 

同样 ， 户 一 如 把 角 乘 以 nn 并且 把 半径 逢 到 mw 次 等。 以 0 
为 中 心 .以 了 为 半径 的 圆 , 缠绕 以 0 为 中 心 .以 ra 为 半径 的 
圆 几 层 ， 于 是 ， 部 果 O 是 以 0 为 中 心 的 任 一 一 圆 , 对 于 这 Bs 
掺 玫 , 围绕 数 玉 (F10, 0) 是 n. 

次 多 项 式 了 的 定义 正如 同 实数 的 一 一 样 . 它 是 由 公式 

a i .十 0a23 十 oz 十 mm 
所 结 间 的 函数 ,其 中 系数 mw i …; 加 都 是 指定 的 复数 ， 并 生 
wm 关 0.( 要 记 住 ,每 个 实数 也 是 一 个 复数 , 系数 的 全 部 或 二 部 
分 可 以 是 实数 . ) 了 作为 一 个 函数 定义 一 映射 J:P->P， 它 的 
连 继 性 可 以 利用 复数 的 加 法 与 冬 法 的 连续 性 来 证 明 , 
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1. 几何 地 描述 由 下 列 公式 给 出 的 映射 了 :PP 


(a) fe=2—4; (b) fa=s+2i; 

(0) fa=#+ (1—); (d) fs=24; 

(0) fo= 一 (f) fei 

g) fs=Cit1)s; (h) fe=(i+1)s— 3 
(i) fs=ig?+2i+2; (j) fs=1/s (s+0), 


36. 每 一 个 多 项 式 都 有 一 个 零点 


定理 36.1 令 n>1 为 一 整数 , 又 令 f 为 以 复数 为 系数 
的 一 个 n 次 多 项 式 ， 则 至 少 有 一 个 零点 , 即 至 少 有 一 个 复 
数 a 使 得 fo) =0. 


“ 因 f 中 必 的 系数 不是 零 ， 砍 能 用 它 去 除 各 项 而 得 f/a= 
9 或 f=ag, 其 中 9 的 首 项 系数 为 1 
g (2) 一 加 十 ai2n 1 十 十 Qn_12 十 Qn 
因为 9 的 一 个 零点 也 是 了 的 一 个 零点 ， 只 需 证 明 9 有 一 个 零 
点 。 为 着 这 一 目的 , 考虑 映射 9: 卫 一 P， 并 将 说 明 有 一 个 贺 
0, 它 的 g 象 绕 零 点 次 : 玉 (g10, 0) 一 n。 既然 mn 冯 0, 第 二 纺 
的 主要 定理 断言 C 内 部 有 一 点 4。 使 得 ga 一 0. 
从 0 到 一 个 复数 z 的 距离 4(z, 0) 叫 作 该 复数 z 的 绝对 
值 ,简写 为 jz| 。 我 们 所 求 的 圆 C 将 以 0 为 中 心 ， 而 它 的 半 
径 将 是 较 实数 
nlal, lel)Y, oo 
的 最 大 值 re 更 大 的 任 一 数 。 WW(g10, 0) 的 直接 计算 太 困 难 ， 
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所 以 我 们 要 建立 一 个 从 g10 到 由 多 项 式 ”所 给 定 的 较 简 单 
映射 的 同 伦 。 在 第 35 节 中 ,我 们 已 网 到 更 (z*j0, 0) =n。 所 
以 如 果 我 们 能 指出 0 不 在 这 同 伦 的 象 中 ， 则 围绕 数 的 常 值 性 

列 含 不 (491C，0) =n. : 


令 blz) ~ 人 笃 十 全 


入 
并 且 用 公式 
glz, 7) = [1+ 17) hh)], EC 0<r<1, . 
来 定义 9g10 的 同 伦 ， 当 7=1 时 , g(%, 加 化 简 为 中 而 当 7= 
0 时 ,g(% 0) 一 9z。 还 待 证 明 : :0 不 在 这 个 同 伦 的 象 中 , 即 , 对 
于 全 体 xEO 与 全 体 rE [0, 1], gCz, 7?)*0. 
“现在 sE C 的 意思 是 |z| 一 mr。 因 了 > (wlan ,b=1, 
%， 从 而 人 >%|ex| ,而 这 草 含 着 对 于 全 体 :EC， 
人 人 CN 
对- -a < 
因为 在 C 上 , h(z) 有 mn 项 , 各 项 的 绝对 值 小 于 1/n, 从 而 在 O 
上 ,|%(2) | 之 1。 又 因为 性 一 z|<1， 求 得 | (1 一 2)h(2)| 达 1. 
1 与 绝对 值 比 1 小 的 复数 之 和 永 不 为 零 ， 所 以 对 于 全 体 2EO 
与 7€ [0， 1, 4 十 圭一 要 刀 ( 鸭 不 为 零 ， 因 为 当 zEO 革 ,如 也 
不 为 零 ， 从 而 乘积 入 [十 HDA 不 是 零 。 证 明 
完成 ， 
高 于 1 次 的 多 项 式 仅 有 一 个 零点 ， 代数 学 家 对 此 是 不 会 
满意 的 ， 下 述 定 理 给 出 完整 的 结果 . 


定理 36.2 邻 f 为 n 次 ( 实 或 ) 复 系数 多 项 式 . 则 有 nn 个 
复数 oa, ca, …， on, 使 得 /分 解 成 ”个 线性 因 式 的 乘积 
Je) 一 wz 一 aa) (2 一 ca) (一 0) 。 
4T63。， 


如果 命 2%, 第 个 因子 是 零 ; 因而 每 一 个 w 是 了 的 一 
个 感 点 ， 如 果 命 z=w 该 a 是 不 同 于 oi,…, om 的 数 , 则 每 个 . 


因子 都 不 是 零 ; 从 而 /4o 到 0。 这 证 明了 u，oa，…，.o 都 
是 了 的 零点 , 并 且 它 们 是 仅 有 的 零点 . 如 果 一 个 特别 的 数 在 
序列 中 出 现 两 次 或 更 多 次 , 该 数 就 叶 作 了 的 一 个 重 罕 点 出现 
的 次 数 叫 作 它 的 重 数 . 

定理 的 证 明和 需要 下 述 引 理 ， 


引 理 。 如 果 了 是 一 个 次 多 项 式 , a 是 任 一 复数 , 则 有 一 


个 ”一 工 次 多 项 式 9 使 得 fs) 一 (2 一 0)9(2) 十 Fo ， 
我 们 用 长 除法 求 /一 由， 来 证 本 引 理 . 令 9 表示 商 ， 
”表示 余 项 ,有 i 


1 _ _ 
2 一 也 9 (2) 十 Zo 


乘 以 zw 得。 f(D=(z-o)g(2) +r7. 
为 了 计算 +， 命 :ma, 从 而 得 f(@) 7 

现在 应 用 定理 86,1 来 证 明定 再 36.2, 前 二 定理 说 /至 
少 有 一 个 零点 ， 设 为 mu、 因为 了 (au) = 0， 引 理 断 言 有 一 个 
n 一 1 次 的 多 项 式 g, 使 得 

f(g + (0) < (eed)90. 

因为 Fa) =0, 所 以 余 项 消失 了 .如 果 n 一 1>1， 我 们 可 以 
应 用 定理 86.1 而 获得 9 的 一 个 零点 mm。 于 是 引 理 说 ,有 一 个 
n 一 2 次 的 多 项 式 h 使 得 

四 g(0) ~ (2—0n) hs). 
综合 这 些 结果 ,就 给 出 ，- 

f (2) = 20n) (2—an) hs). 
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冲 中 个 囊 


若 n 宇 3, h 就 有 一 个 零点 tas， 并且 h(2) 一 (2— os) b(2); 从 而 
f (2) = (一 oa) (2 一 oa) (2— 03) bl2). 
每 一 步 把 最 末尾 因 式 的 次 数 降 低 1， 在 n% 步 之 后 , 末尾 因 式 
的 次 数 为 零 , 因而 它 是 常数 o 并 且 
f 2) 一 (2 一 oa) (2 一 0a) (2— on) ce. 

如 果 把 右 端 乘 出 来 , 办 的 系数 是 c， 所 以 c= 一 as。 证 明 完成 . 
历史 注释 、， 定 理 86.1 叫做 代数 的 基本 定理， Gatnss 在 

1797 年 首先 给 出 它 的 严格 证 明 ( 见 D. 对 . Smith，A Souroe 

Book of Mathematios, Dover, 1959, 292 页 )… 在 以 后 的 年 代 

中 ,他 给 出 了 几 个 很 不 相同 的 证 明 ,但 没有 一 个 象 上 面 所 陈述 

的 ， 一 个 沿 经 典 路 线 的 但 直接 并 且 相 当 简单 的 证 明 , 见 Ford 

与 Ford， Caloulus (MoGraw-Hill, 1968) 这 本 书 中 第 263 页 . 

- 习 题 

1. 如 果 6 如 同 定理 36.1 的 证 明 中 所 定义 ， 怪 表示 集合 |s| >ro， 试 
证 了 在 吾 中 无 零点 . 

2. 算出 下 列 各 多 项 式 的 数 ro， 干 是 求 出 绕 原 点 而 包含 多 项 式 全 部 堆 
点 的 圆 片 . .| . 本 
(ay) 24+ 323 -25 十 5; Kb) 287 十 13 一 3s; 

《0) 遇 二 (3 一 六 28 十 (十 Ta 

3. 令 大 =(- 允 (41TDG 一 4 算出 多 项 式 的 各 系数 ， 算出 如 

”上 ,并 验证 以 ro 为 半径 的 圆 片 包含 全 部 零点 。 . 

4 求 出 下 列 各 二 次 多 项 式 的 零点 , 并 验证 : 全 部 零点 在 以 m 为 半径 的 
圆 片 内 . 

(ay 3g? 一 13g ~ 10; (b) 3g? 一 2z 十 工 

5， 在 定理 的 证 明 中 , 说明 ， 只 要 挑选 出 r 来 ,使 和 


A el la + 
1 他 Ca La 
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就 够 了 . 本 
6. 利用 这 事实 , 证 明 一 s+5 的 全 部 零点 都 在 圆 |*| =3 的 内 部 ， 


结束 语 ; 高 维 情形 的 一 阁 


pot aia 我 们 过 到 了 严重 的 困难 ; 
只 能 凭借 发 展 一 个 新 概念 一 - 闭 曲 线 9 在 一 点 9 处 的 围绕 数 
W(g, 9), 才 解 决 了 这 困难 ， 可 以 预期 在 过 渡 到 三 维 以 及 更 
高 维 情形 时 ,会 出 现 另外 的 困难 ， 困 难 确实 出 现 了 , 不 过 在 二 
维 时 已 见效 的 很 多 想法 略 加 改变 都 可 以 推广 到 高 维 ， 关 于 这 
类 问题 已 有 很 多 成 果 , 简短 地 、 粗 线条 地 介绍 其 中 的 一 部 分 是 
值得 的 。 因 为 这 一 部 分 体现 了 现代 数学 研究 的 一 些 最 好 的 成 
果 . 

在 从 平面 卫 过 渡 到 ” 维 欧 氏 空间 Fr" 时 ,自然 要 把 圆 片 
与 其 边界 圆 代 之 以 nn 维 球体 B 与 其 边界 n 一 二 维 球 S, 令 f:B 
一 er 为 一 映射 ， 而 gy 是 她 的 不 在 JS 上 的 一 点 ， 主 要 定理 
说 : 车 克 W(f15, 9) 0, 则 至 少 有 一 个 点 zE 了 3 使 得 fw 一 y. 
首要 问题 在 于 定义 枫 (flS, y) 这 个 数 , 使 得 它 具 有 mn 一 2 时 
围绕 数 的 所 有 性 质 ， 当 ”=3 时, 最 好 称 萝 (FlS, 9) 为 包 翰 
数 ， 例 如 , 球 吕 应 该 包围 如 的 各 内 点 正好 一 次 ， 这 项 工作 已 
完成 : 对 所 有 维 数 他 己 精 确 地 定义 了 数 栈 (FjS, y) ,并且 饭 
证 明 它 具有 m 一 2 时 的 同样 性 质 ， 例 如 , 在 不 通过 Y 的 任 一 同 
伦 下 , 它 是 不 变 的 . 

一 旦 主要 定理 已 经 证 明 , 则 在 27 一 36 节 中 所 讨论 的 n= 
2 时 的 应 用 , 仅 需 稍 许 改变 符号 与 说 法 , 就 能 对 所 有 的 维 数 者 
可 陈述 养 且 证 明 . 现在 让 我 们 陈述 其 中 的 几 个 ， 因 为 球 S 包 
围 球 避 各 内 点 一 次 ,保持 8 的 全 体 点 不 动 的 任 一 映射 /:B> 


“了 T06。 


Rr", 具有 性 质 fB 二 B、 其 次 , 任 一 映射 如 一 至 至 少 有 一 个 不 
动 点 ， 再 者 ,如 果 Br" 中 的 一 球 8 映 到 1, 则 某 些 对 对 径 点 
有 同一 象 点 和 Ee 

有 关 BR" 中 球 恒 的 切 向 量 
场 的 定理 必须 加 以 修改 ， 当 % 
是 偶数 时 ，& 具有 一 连续 的 非 
零 切 向 量 场 (例如 ， 在 n=2 时 
S 是 一 圆 )。 当 是 奇数 时 ，S 
的 任 一 连续 的 切 向 量 场 至 少 有 ， 
一 个 零 

在 跳 到 mn 维 情形 时 ,有 两 个 问题 我 们 略 去 未 提 , 但 值得 给 
予 更 多 注意 。 其 中 第 一 个 是 : 在 主要 定理 中 的 球体 与 球面 能 
否 用 其 他 图 形状 代 , 而 不 改变 其 结论 的 精确 性 ? 自然 ,人 们 总 
能 用 拓扑 等 价 的 图 形 兰 代 ， 诸 如 实心 盒子 以 及 它 的 边界 面 . 
但 思拓 扑 相 蜡 图 形 替 代 时 ， 主 要 定理 的 结论 能 否 不 引起 本 质 
的 改变 ? 在 维 数 大 于 2 时 答案 是 “肯定 的 ”例如 ,在 本 中 令 
人 J 为 一 环 面 而 也 为 它 的 内 部 (例如 , DD 是 一 实心 环 而 了 是 它 
的 边界 面 )。 人 们 能 定义 一 个 包 训 数 画 (f|T, 9) 使 得 了 包 囊 
了 前 各 内 点 一 次 ， 而 包 囊 D 的 补 集 的 各 内 点 零 次 ， 在 琴 中 
多 连通 曲面 以及 它们 的 实心 内 部 ,提供 了 不 中 另外 的 例子 ， 
图 入 .1 表示 有 三 个 洞 的 油 炸 甜 饼 以 及 它 的 边界 . 。 

“第 二 企 我 们 曾经 略 去 未 提 的 问题 是 ， 为 什么 我 们 只 考 
庶 n 维 集合 喘 到 nn 维 集合 的 映射 ? 我 们 的 主要 定理 能 否 推广 
到 容许 大 维 集合 映 到 开 的 喘 射 + 我 们 将 简略 地 说 明 ; 在 1 沁 
2 与 %m8 时 , 如何 能 在 这 方面 获得 一 些 成 果 ， 令 帮 : 思 >R 为 
回 片 映 到 空间 的 映射 。 令 9: [a, 9]> 型 为 瑟 中 不 与 JO 相 
交 的 闭 曲线 .对 于 给 定 的 10 与 9 这 两 条 曲线 ,规定 一 个 束 
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37.1 


数 厂 (AIC, pg), 叫做 它们 的 环绕 数 . 图 37.2 中 的 五 个 例子 ， 
按照 从 左 到 右 的 顺序 有 环绕 数 0 + 2，4 与 0， 主要 定理 的 
新 陈述 如 下 ， 如 果 环 绕 数 玉 (f10, p) 不 是 零 , 则 /与 闭 曲 
线 9 至少 相交 于 一 点 ,读者 应 把 它 与 图 37.2 中 的 五 个 例子 
相 核 对 , 在 第 一 与 第 五 例 中 , 人 们 能 画 出 一 个 曲面 , 它 以 下 面 
的 闭 曲 线 为 边界 而 不 与 上 面 的 闭 曲 线 相交 ， 这 个 曲面 会 是 
J 了 .在 其 他 三 例 中 , 无 论 我 们 如 何 安装 上 一 个 以 下 面 的 曲线 
为 边界 的 曲面 7D， 这 个 曲面 总 与 上 面 的 曲线 相交 ，( 在 
例 8 及 4 中 , 人 们 能 画 出 一 个 扭 弯 的 带子 , 即 一 麦 比 乌 斯 带 ， 
它 不 与 上 面 的 曲线 相遇 , 而 它 的 周 界 是 下 面 的 曲线 ; 但 是 它 不 
能 是 一 个 ./ 忆 ,因为 它 是 单 侧 的 , ) 


Sp 


图 37.2 


”注意 ， 在 平面 中 围绕 数 环 (六 C,，W) 涉及 到 一条 闭 曲线 
与 一 个 点 ,而 过 渡 到 把 一 个 圆 片 映 到 本 时 ,替代 9 这个 点 的 
是 一 条 闭 曲 线 g， 围绕 数 变 成 环绕 数 ， 如 果 对 于 把 图片 映 到 
以 的 映射 “我们 要 陈述 一 个 类 似 主要 定理 的 定理 , 就 会 需 
要 天 中 的 一 条 闭 酒 线 f10 与 一 沾 病 曲 和 三 9g 的 “环绕 闭 ? 
WW(f10j.p) 的 概念 ， 瑟 中 的 一 个 闭 则 面 是 一 个 球面 ,或 汪 个 
环 面 ,或 多 连通 内 项 面 的 任 一 种 映 至 .Rt 的 一 个 连续 映射 象 . 

拓扑 学 中 对 对 任意 维 数 m, 定义 了 一 个 概念 则 作 图 … 一 
个 点 ,一 条 闭 昌 线 以 及 一 个 闲 曲 面 分 别 是 0 维 , 1 维 及 2 维 的 
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圈 . 以 圈 为 边界 的 图 形 〈 例 如 区 间 , 圆 片 ,球体 等 等 ) 都 叫做 
链 。 峰 , 链 , 它们 的 同调 与 同 伦 , 以 及 它们 的 交 与 环绕 , 形成 同 
调理 论 的 一 系列 引人入胜 题材 的 主要 精华 ， 而 同调 理论 是 拓 
扑 学 的 一 个 主要 部 分 

我 们 已 六 明了 如 何 运 用 拓扑 学 的 一 些 简单 观念 来 证 明定 
理 , 这 些 定理 既 直 党 地 使 人 满意 , 同时 又 意义 深刻 ， 它 们 是 存 
在 定理 。 这 些 定理 的 高 维 推广 ， 人 们 能 用 同调 理论 的 概念 来 
阐述 并 且 加 以 证 明 . 

如 果 读 者 愿意 进一步 探讨 本 书 所 提供 观念 的 发 展 ， 可 参 
考 下 列 书籍 . Hall 与 Spenoer 的 书 提供 了 在 点 集 拓扑 方面 的 
第 一 编 材料 的 继续 ， 另 两 本 书 继续 第 二 编 的 代数 拓扑 观念 . 

D. W. Hall 与 G. L. Spencer, Elementary Topology, 
John Wiley and Sons, 纽约 , 1955. 

J. G. Hooking 与 Gd. 8. Young, Topology, Addison- 
Wesley, Reading, Mass., 1961. 

P.J. Hilton 与 8. Wylie, Homology ‘Theory, Cainbridge 
University Press, 1960。 [此 书 前 半 , 有 中 文 译本 ， 希 尔 顿 与 
瓦 利 , 同调 论 , 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1963.] 
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题解 答 


. 第 一 节 

. 极 小 值 f(3) = 二 ， 极 大 值 f(D =5， 因 为 Xz)=5-(z- 蕊 ?， 著 

gg<I 或 g>5 ， 则 9 一 fcz) 无 解 ; 车 1<y<4 或 y=5， 只 有 一 个 

解 ， 若 4<%<5， 有 两 个 解 . 

.因为 zs-5 当 zz 从 工 变 到 2 时 , 可 取 -4 和 3 之 间 的 所 有 值 , 所 以 

对 于 工 和 2 之 间 的 某 个 zx 值 ， 它 取 值 0. 因为 空 -5=0 指 的 是 
2 一 5,， 所 以 解 x 必须 是 5 . 

.这 个 函数 的 值 在 z=3 处 是 负 的 , 在 x=4 处 是 正 的 , 所 以 它 在 3 和 
4 之 间 有 一 个 0 点 ， [函数 Ja 的 一 个 零点 即 方程 Jo) 0 的 一 

个 解 .] 时 


ud: 


人 最 小 值 f(5) 一 主 . :这 里 没有 极 大 值 ， 因为 ， 对 于 多 一 十 2, 3, yp 


(全 ) 的 值 是 7( 款 )=m 注意 了 (0) 没 有 定义 


.在 这 种 情形 下 , 了 的 每 一 个 值 都 是 3(f(2)= ==3 的 图 象 为 一 水 平 线 
段 ), 所 以 m= M=3. 
,最 小 值 (0) =0， 这 里 没有 最 大 值 ,因为 5 不 在 区 间 [0, 5) 中 ， 
第 二 节 
。 为 着 证 明 两 个 集 相等 ， 必 须 证 明 第 一 个 集 的 元 素 是 第 二 个 集 的 元 
素 ,反之 也 是 一 样 ， 第 一 步 , 假设 ZE (4UB)nC. 这 是 说 x 在 4 
或 BB 中 , 且 同 时 在 0 中 ,所 以 必须 考虑 下 述 两 种 情形 . 
情形 1 zeE4 和 zeC， 因而 zcE4nC, 这 蕴涵 
2eE(4no)IUCBnCO). 
情形 2 xz€EB 和 w€E0， 因 而 %*€B8N0, 这 蕴涵 
rz€(ANC) UBNO). 
第 二 步 , 假设 z€E (4n0)U(BN0)， 这 萤 涵 
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wr' 


[oA 


ze4no 或 reBNno. 
情形 1 zeE4nC. 因而 zeE4 和 ZeC. 这 理 漂 
ZeE(4UB) 和 ze€O; 
所 以 ze (4UB)nC. 
情形 2 zeE BNO， 因 而 zs*€B 和 ww€ 0 这 蕴涵 
zcE(4UB) 和 z6C. 
在 任 一 种 情形 下 , zE (4UB)InC( 见 图 81)， 


. 见 图 82. 
因为 召 和 其 补 集 没有 公共 点 ， 互 的 任何 子 集 和 忆 的 补 集 也 没有 公 


共 点 . 


. (a) 按照 习题 1 的 解答 中 所 说 的 格式 , 令 ye (4UB)， 这 是 说 存 


在 ze4UB, 使 闫 = 在 ze 4 的 情形 下 ;有 YEf4; 在 ze 
的 情形 下 ， 有 YE fB.i 于 是 ， 在 三 一 种 情况 下 ，yeJ4UJB. 
反之 , 令 y€f4UfB, 在 yeEJ4 的 情形 下 , 则 有 一 个 ZE 4 
使 得 fx=y; 且 因 为 <€E 4UB, 这 就 是 说 yEfFL4UB), 在 
yE€ fB 情形 下 ，y==fz, 对 于 某 x€ B; 且 因 为 ZE4U 这 就 
是 说 yeEf(4UB). 所 以 , 在 任 一 种 情形 下 , y€E fC(4UB). 

(b) 令 yeEf(4NnB), 则 对 一 些 xsE4NB 有 Y=fz. 因 为 XE€ 4, 有 
YEf4; 目 因为 x€E B, 有 YEfB. .所 以 YEfA4NfB.. (反之 不 
能 成 立 。 设 站 由 和 4 和 B 两 点 组 成 ,了 只 有 一 个 点 女 则 f4 = 
y=fB, f(4Nn8) 一 g, 而 4NfB8: 由 yy 组 成 ).: 


. 《a) 以 5S 为 圆心 的 贺 。 


(b) 通过 5 的 直线 . 


“17k.. 


《e》 圆 (通过 N 与 这 线段 的 平面 交 茸 成 二 加) 的 一 段 统 ， 
《d) 大 两 倍 . 
Ce) 从 立 到 8 的 半 个 大 圆 的 所 有 点 , 但 除去 点 N。 


9f: MU=—m1—3, Yo 一 72 一 和 
f9: Mi= —zi+3, ba 一 2 一 生 
f= 一 3, 旨 一 人 V2 十 生 
9: = Y2 = Ty 
(gh = —w1—3, Wo 一 02 十 么 
frig Y= —z1—3, Ya 一 Xa 十 和 4 _ 
Tf = 二 3, ge 一 23 十 生 


否 ; gg 


. (b) -IY=¥; f=. Ce) jadefB 
. XE (gf)-10 就 是 说 gfzecCi 并 且 这 就 是 说 jze gr10， 这 又 就 是 说 


ZEf 1(g 10); 所 以 ze (9f)-10 就 是 说 ze 大 (9 1) (我 们 用 
“就 是 说 ”这 个 词 时 , 意思 指 这 个 词 的 前 后 两 个 命题 等 价 , 即 每 一 命 
题 比 少男 一 命题 .) 第 二 步 ， 设 7 和 x'， 因为 是 一 对 一 , 有 XY 大 


JY， 并 且 因 为 g 是 一 对 一 ,有 9fx 二 9fx'. 现在 令 z€ 2. .因为 9 了 


一 2 存在 4%E 了 使 %=2 并 且 因 为 JX= 了 了 , 存在 ze 驻 使 t= 


所 以 9fx=s 或 ?一 (9f)"1s， 由 定义 yg 2 与 =f71Y; 所 
， 以 ?= 大 9 了 由 (91)71=f gn 


和 


和 三 


. 当 多 > 是 在 一 直线 上 且 % 在 = 和 之 间 . 


。 ”=r7—d(z, 21)。 


因为 NGjz, e)2N ( jz， 于) 对 于 所 有 的 e>> 当 


.因为 N(x, 6) CN 0) 对 于 所 有 的 5'<6. : 
. 在 C 的 每 一 点 处 不 连续 , 其 他 处 都 连续 。 对 于 ce<M3， 找 不 到 


- 相应 的 6. 
， 因为 任何 距离 都 不 增 大 ， 
az w')>al fr, py 
对 于 所 有 的 2, 9。 
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图 S3 


. 王 半 球 的 任何 一 对 点 间 的 距离 缩 得， 广 ! 把 点 96 上映 成 射线 py 
与 3 的 交点 . 见 图 S3， 可 从 这 同一 个 图 看 出 , 广 : 也 是 连续 的 。 
N(p, 3) 一 2 的 了 象 是 以 原点 为 中 心 的 一 个 圆 的 外 部 ， 如果 
fp 有 定义 ,并 且 f 在 %p 处 连续 的 话 , 则 任何 NC(fp, e) 将 会 包含 某 
一 圆 的 整个 外 部 ;而 这 是 不 可 能 的 ， 

. 令 z6 [ww 58] 与 6>0 固定 . 因为 1 在 xz 处 连续 ,就 有 一 个 >0, 对 
于 所 有 的 ec N(x, 61) 有 |fw' 一 fz| <e/3， 因 为 9 连续 , 就 有 一 个 
63>0, 对 于 所 有 的 2 EN(z, 63) 使 |gx' 一 gx| <e/2， 取 6 为 651 与 
6 中 较 小 的 一 个 . 则 一 e N(x,.6) 就 是 说 

fe'~frl + lge' 一 gz| <e/2+e/2=e. 


现在 应 用 提示 中 的 不 等 式 。 
. 6 二 4d sin 20=20 gin 9 cos9, 其 中 sin 6=e/2， 因 为 
0=V1—sin’0, 


直接 代入 给 出 , 6=deVi=673. 

第 外 兴 | 
. 对 于 任意 空间 和， 一 个 单独 的 点 ze 和 是 和 的 一 个 闭 集 。 因 为 有 
限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 ,所 以 空间 开 中 的 任意 有 限 集合 4， 作为 
有 限 个 单独 的 点 的 并 集 ， 必然 是 闭 集 ， 如 果 也 是 有 限 的 , 那么 
五 -4 是 有 限 的 ; 所 以 卫 ~ 4 是 闭 集 ,因此 4 是 开 集 。 


. 一 个 管 案 是 =UU (BRB? 一 )。 
-好 十 名 <d . 
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. 单独 的 一 个 点 所 形成 的 集合 ; 也 是 瑟 自身 。 


5. 设 久 是 由 两 个 点 和 4, za 组 成 的 集合 ， 并 且 4= {zt}，B 一 179}，4 


10. 


村 1. 
. “we€ 4, 存在 > 的 在 开 中 的 某 邻 域 , 并且 4 包含 这 邻 域 ， 每 个 邻 域 


与 五 互 为 补 集 ，4U 了 = 工 . XX-(4UB)=; 
(X-A)YU(X-B)=BUA=X. 


. 车 也 是 马 的 开 集 ， 则 由 定理 4.4 存 在 RB" 的 一 个 开 集 WW, 使 得 品 


一 分, 令 V= 了 YN W. 于 是 了 是 了 的 开 集 , 并 且 U~XNV， 
因为 XN YX 


， 这些 区 间 的 交集 是 单独 的 一 个 点 0, ER 的 单独 的 一 个 点 永远 不 会 


是 巨 的 一 个 开 集 . 


令 肝 = {zi}， Y= {gy Yo} 使 得 ,jx 一 纺 ， A=gCX, fA4=%, 了 一 


fA=Y. f(X-A)=fX=Wh. 因此 了 -fA4+f(X- 4). 
7zEX- 广 :4 就 是 说 ze 和 和 z 疆 广 :4. rEXX 就 是 说 rEY， 
并 且 xz 条 广 :4 就 是 说 和 和 4、 因 而 je 了 ~ 4， 并 且 这 就 是 说 
Ef (I-A). 

设 4 是 入 的 一 个 子 集 ， 并 且 是 民 中 的 开 集 ， 那 么 对 于 每 一 个 点 


都 是 开 集 , 取 所 有 这 样 的 邻 域 的 并 集 . 


第 五 节 


、 ， rt 
. 车 V 3 是 有 再 数 ， 我 们 就 能 号 V3 =a/b, 其 中 a, 5 是 没有 公共 


因子 的 整数 。 上 式 两 边 平方 ， 并 乘 以 3, 得 到 of 一 35?， 这 说 明 
中 是 可 以 被 3 除 尽 ， 若 a 不 能 被 3 除 尽 , 它 将 是 下 面 两 种 形式 之 


一 :4 一 比 十 1 或 43k 二 3, 其 由 是 某 整 数 . 在 第 一 种 情形 下 


= +6Lt1=3C3K 十 28) +1= 3 +1; 
在 第 二 种 情形 下 
09 十 12% 十 4==3%" 十 二 
所 以 在 任 一 种 情形 下 , 都 不 能 被 3 除 尽 。 但 2=3b? 是 可 以 
被 3 除 尽 , 所 以 a 必然 可 以 被 3 除 尽 , 即 有 革 整 数 妨 使 4 二 3k， 然 
后 302= (38)? 一 912， 因 而 如 = 312; 这 就 是 说 5 可 以 被 3 除 尽 , 由 
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此 可 得 到 ?可 以 被 3 除 尽 . 这 是 矛盾 ， 因 为 前 面 假设 o.2 没有 公 

共 因 子 ， , 

. 令 202 一 72; 因为 是 一 个 整数 ， 其 质 因 子 分 解 中 因子 2 出 现 的 个 
数 或 者 是 奇数 , 或 者 是 偶数 . 在 任何 一 种 情形 下 , %2 都 有 偶数 个 因 

. 字 2, 而 2m? 有 奇数 个 因子 2。 但 是 mw? 有 偶数 个 因子 2; 所 以 ， 如 
果 加 入 都 是 整数 2m? 二 mm; 这 就 是 说 , 3%? 一 ?没有 当 m, 2 都 
是 整数 的 解 . 

， 取 2m: 一 ms; 车 在 m 的 质 因子 分 解 中 因子 2 出 现 次 , 则 在 癌 中 

它 出 现 驶 次 . 车 在 n 的 质 因子 分 解 中 因子 2 出 现 W 次 ， 则 在 

中 中 它 出 现 38 次， 而 在 2 中 出 现 3k'+1 次 。 因为 质 因子 分 解 

的 唯一 性 , 2m? 一 xm? 有 整数 解 只 当 整 数 ，% 满足 3k' 十 1=3%k.、 这 

是 不 可 能 的 , 因为 3%' 十 1 不 能 被 3 除 尽 ,而 3 可 以 被 3 除 尽 . 

.如果 有 有 理 数 解 z=m%m/n 和 y=p/q, 其 中 力 4 p, 是 整数 , 则 
到 -2 则 《mp)? 一 2Cmq)?， 及 V 豆 = 二 + 

这 就 是 说 V 豆 沽 有 理 数 ,这 和 第 五 节 中 所 证 明 的 结论 相 了 大 

.如 有 整数 如 m,n 使得 人 

人 


) =2 并 且 mF0， 
则 展开 可 得 如 十 3 mV 可 2 m2 十 208V 了 一 203， 由 此 可 得 


/ 厅 2 6k m2 
2= Shom + ms 


是 一 有 理 数 ; 这 是 开拓 的 。 m=0 的 情形 就 是 习题 3。 ， 
， 这 个 级 数 的 部 分 和 是 
0, 1, .9, .91,..909;.90 钼 ， .90909，，… 
并 且 从 一 个 部 分 和 到 下 一 个 的 区 间 形 成 区 间 的 一 个 收缩 序列 。 ; 
fo, 135£.9, 1]> 5.9, .9125.909，.91] 
这 是 正则 收缩 序列 ， 它 们 的 交 是 一 个 小 数 展开 为 0.909090… 的 


数 (以 90 为 循环 节 )。 它 等 于 10/11, 代表 无 穷 级 数 的 和 . 
， 与 习题 6 类 似 ; 
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p93 中 计 =[ 到 > 


， 第 一 次 试 算得 出 12.27 至 少 是 3.41 的 3 倍 ， 但 不 到 和 倍 ， 所 以 第 


一 个 区 间 是 [3，4 和 .第 二 次 试 算得 出 芭 .27 至 少 是 3. 包 的 3.5 
倍 , 不 到 3.6 倍 ， 所 以 第 二 个 区 间 是 [3.5，3.6]. 下 一 个 是 [3.59， 
3.60], 然后 是 [3.598，3.599]，'…. 


. [1, 2] [1.5, 1.6]5[1.58, 1.59]>.... 
10. 


如 果 s 是 小 于 2 一 “的 正 数 ， 则 所 有 s 的 整数 倍 在 直线 上 均匀 分 
布 ， 并 且 每 两 个 相 邻 的 倍数 之 间 的 距离 为 s。 因 为 4 与 之 间 的 距 
离 比 s 大 ， 区 间 (a, 5) 必 含有 的 某 个 倍数 ,为 着 在 (a, 5) 中 构 
造 一 有 理 数 ， 取 s=1/n， 其 中 必 是 一 整数 使 > TD， 因而 。 
=1/m<b 一 4， 并 且 某 个 倍数 ms=~m/n 是 在 《a, 5) 中 的 一 有 更 数 ， 
为 着 在 (4, 5) 中 得 到 一 个 无 理 数 ， 令 sV3/n<5 一 a，@ 不 是 闭 
数 。@ 也 不 是 开 的 , 因为 每 个 开 区 间 包 含 无 理 数 。 


， 因 为 a<5 对 于 每 个 %E 4 与 bE B， 取 任意 的 了 6=[ao,b6], 其 中 


ac A, bo€ B. 令 o= 诗 《ao 十 bo)， 则 ao <co<bo， 或 者 co E44 


或 者 co€ B. 如 果 co€ 4 令 卫 =[as 8], 其 中 i=06 与 01=bo， 
如 果 co€ B, 令 at=a 与 1 一 co， 如 此 继续 , 可 构造 一 收缩 序列 使 
对 每 一 个 mp 了 一 [oa 5,J] 是 1,1 的 一 半 , 并 且 as€ 4, bs€ 8. 
根据 完全 性 定理 ,序列 中 的 区 间 I。 有 一 公共 点 e， 根 据 序 列 的 构 
造 ,如 果 ee 4， 所 有 上 述 的 a 都 小 于 c,，c 是 4 的 最 大 的 数 ， 如 果 
cE B, 是 妃 的 最 小 的 数 。 见 44 页 上 的 完全 性 定理 的 证 明 ,- 


第 六 节 


如 果 蒜 是 有 界 的 , 则 它 被 包含 在 一 个 足够 大 的 球 怠 中， 如果 4c 


X, 则 和 4 被 包含 在 B 中 ,所 以 了 的 任何 子 集 4 也 是 有 界 的 . 


.如果 入, 工 是 两 个 有 界 集 ， 则 对 于 某 些 * 及 s, XCN (mo, 7)，YC 


N(yo, 3). 令 t=A(zxo, go); 则 . 
N(zo, r+s+i) ON, r) UNC, s)IRUY, 


176。 


3， 例 如， 每 一 个 整数 是 一 个 有 界 集 ; 但 是 无 穷 序列 二 2, 3，…， 9 
是 无 界 集 ， 

4. v.=[, 5); 或 D0.= [a 2 二)， 等 等 。 

5 第 神情 形 , 机 包含 所 有 seE 久 使 1/6<dimn 罗 < 即 芭 是 - 
平 环 包含 其 外 圆 但 不 包含 其 内 圆 。 


第 二 种 情形 , UV; 包含 所 有 ze 下 使 4x, %)>1/k; 即 中 是 月 牙 
形 区 域 . 

6. 这 样 区 间 的 最 少 个 数 是 1 例如 , 令 5 一 -了 ,并 目 集 

Ui=(—s, 1—s), Ds=(1—~2s, 2 一 2325， 
Un=(10—11s, 11—11s). 

这 是 她 的 所 有 长 为 1 的 区 间 的 一 个 子 集 ,并 且 因 为 这 个 子 集 覆 盖 
X, 所 有 的 这 样 的 区 闻 是 开 的 一 个 覆盖 

7， 如 果 乡 是 在 01 的 外 部 , 则 从 各 到 yg 的 线段 与 01 交 于 一 点 6, 使 
DD 包含 % Cs 是 闭 的 且 有 界 , 所 以 是 紧 致 的 . 见 图 84. 开平 环 不 能 
被 0 的 有 限 子 族 覆 盖 ， 因 为 , 当 r 很 接近 于 1, 覆盖 C, 的 半 平 面 将 
无 限 增加 ， 


8. 及 的 一 个 有 限 履 盖 和 了 的 一 个 有 限 覆 盖 的 并 集 是 UU 了 的 一 个 有 
- 限 覆 盖 . 

9. 取 整数 作为 单个 元 素 的 集合 ;或 考虑 E 作为 闭 区 间 {[ 一 n, 1 的 并 
集 , n 二 1, 2，3，… 

10. 当 y 是 了 一 对 的 一 个 点 ,而 7 是 一 个 正 数 时 , NCy, 7?) 的 外 部 是 开 
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11. 


12. 


13, 


集 ， 任 意 的 ye 入 与 任意 的 7>0 的 这 族 开 集 材 盖 文 ” 取 一 在 
限 覆 盖 ， 在 这 个 覆盖 中 取 最 小 的 *。 则 NGCW 7) n 和 = 人 这 就 证 
有 明了 了 ~ 芋 是 开 集 ,所 以 XX 是 闭 集 . 
令 a 和 5 为 无 理 数 (例如 , 取 4a= 一 V3 和 5=V3); 则 

X=[a, bINQ 
是 8 中 的 闭 集 , 因为 [a, 四 在 互 中 是 闭 集 , 并 且 民 既 不 包含 一 个 最 
大 值 也 不 包含 一 个 最 小 值 ， 
fr=nz; 天 [一 1 轧 ?[- 轧 各 不 存在 ; 因为 了 是 紧 致 的 ， 所 以 
记 也 是 紧 致 的 ， 但 是 妃 不 是 紧 致 的 、 函 数 挛 =z/GL-o2) 是 从 
(一 1, 1) 到 且 的 满 映 射 ; fretan 当 wz 也 是 .这 样 的 函数 有 许多 : 
在 z= 土 1 处 具有 垂直 渐 近 线 的 任意 连续 递增 函数 都 满足 要 求 ， 
首先 , 设 科 是 紧 致 的 ,并且 C 是 由 有 的 开 集 组 成 的 并 的 一 个 履 
盖 . 对 于 所 有 的 EOC， 交 集 V'=V NnX 的 族 0' 是 由 六 的 开 集 组 
成 的 、 X 的 一 个 覆盖 、 因 为 了 是 紧 致 的 ，0' 包含 一 个 有 限 覆 盖 
Di. C 中 的 到 那些 对 应 于 D' 中 的 六 的, 组 成 一 个 有 限 恬 盖 DC 
C， 其次, 设 对 有 这 样 的 性 质 : 对 每 一 个 由 Bm 的 开 集 组 成 的 邓 的 
覆盖 包含 一 个 有 限 覆 盖 ,， 并且 设 0 是 由 及 的 开 集 组 成 的 了 的 一 个 
发 盖 、 如 果 yE Rr 一 了 X, y 的 邻 域 的 外 部 组 成 一 个 出 Br 的 开 集 组 
成 的 并 的 覆盖 ; 因为 它 包含 一 个 有 限 覆 盖 , y 有 一 不 与 XX 相交 的 
邻 域 ;所 以 人 是 闭 集 . 对 于 每 一 个 EO, 令 V=VUCR"m-X). 从 
所 有 VEC, 而 获得 的 天 给 出 [ 指 扩 ] 由 BR" 的 开 集 组 成 的 苹 的 一 
个 覆盖 C'。0' 中 的 一 个 有 限 覆 盖 对 应 于 0 中 的 一 个 。 


第 七 和 节 


(a) 第 一 个 是 连通 的 ; 第 二 个 不 是 连通 的 , 删 去 的 两 点 把 它 分 离 成 


由 这 两 点 所 决定 的 两 个 圆 弧 ， 当 然 这 两 点 不 包含 在 这 分 册 中 。 
〈b) 第 一 个 是 连通 的 ;第 二 个 分 离 成 两 个 子 弧 ， 
《6¢) 第 一 个 是 不 连通 的 , 因为 如 果 和 4 是 一 个 点 的 集合 , B 是 其 他 
点 的 集合 , 4 与 已 是 一 个 分 离 . 共 他 两 个 集合 都 是 连通 的 。 
(d) (i) 连通 的 (一 段 橡皮 管 ); 1 
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(二) 连通 的 ( 沿 @ 切 开 后 [车 轮 的 ] 内 胎 可 铺 开 成 平 环 ); 

(证 》 连 通 的 (一 段 橡皮 管 沿 纵向 切 开 后 可 铺 开 成 矩形 >; 

(iv ) 不 连通 的 (内 胎 的 一 块 从 其 余部 分 切 下 来 了 ); 

《Vv ) 不 连通 (内 胎 切 成 两 段 ); 

《Yi) 不 连通 (从 管子 切 下 一 个 环 片 ); 

(vii) 连通 的 (在 立体 上 删 去 了 了 型 的 两 个 圆 , 就 好 象 在 表面 

上 刻 了 两 个 痕迹 ; 任意 两 点 可 以 经 过 内 部 连接 起 来 ); 

《e) 不 连通 ; 4 和 如 是 这 两 个 名. 4ANB=p, 所 以 交集 是 连通 的 。 
(f)( i ) 连通 的 ; 〈j 站 》 连 通 的 ; 〈 记 )》 不 连通 ; 

《iv ) 连通 的 ; 〈《Y ) 连通 的 . 
.如 果 也 是 关于 点 jp 的 星 形 ， 则 每 一 个 %E D 在 DD 中 的 线段 px 上 ， 
并 且 这 个 线段 是 连通 的 . DD 中 的 任意 两 点 x, y 在 DD 中 的 折线 
zp Upy 上 ， 折 线 也 是 连通 的 ， 因 为 它 是 具有 公共 点 的 两 个 连通 集 


人 
Ls] 


”在 所 有 的 情形 中 , 在 外 部 内 部 或 表面 上 的 两 个 点 能 够 用 一 个 圆 弧 
连 起 来 . 

. 令 定义 域 卫 由 两 点 组 成 ,而 其 值 域 了 只 包 含 一 个 点 . 

.对 于 切线 , 射影 了 缩短 了 距离 ,所 以 是 连续 的 。 对 于 纺 , 令 g 表示 
从 圆心 到 平行 于 切线 的 一 线段 的 满 射影 , 则 9 是 相似 变换 , 所 以 复 
”会 的 用 是 连续 的 ， 一 个 弦 是 一 线段 ， 所 以 是 连通 的 ， 所 以 贺 弧 也 
是 连通 的 ,是 一 连通 集合 的 连续 的 原 象 . 

.一 个 圆 的 两 半 的 交集 由 两 个 端点 组 成 . 

， 上 其 有 有 理 坐 标的 点 集 是 平行 于 y 轴 的 直线 族 ; 具有 有 理 举 
标 y 的 点 集 是 平行 于 xz 轴 的 直线 族 , 这 些 的 并 集 组 成 格 栅 . 格 机 的 
任意 两 个 点 可 以 用 至 多 涯 段 的 折线 连结 起 来 ， 恰 有 一 个 有 理 坐标 
的 全 体 点 是 分 离 的 , 例如 , 用 直线 y=z 分 开 这 些 点 ,一 部 分 在 直线 
之 上 ,一 部 分 在 直线 之 下 。 两 个 坐标 都 是 有 理 数 的 全 体 点 是 分 离 
的 ,例如 ,用 直线 z=V. 

以 (0，0) 为 圆心 , 以 无 理 数 ” 为 半径 的 圆 分 离 入 . 

. 令 下 表示 这 个 集合 ,并 生 假 设 了 9. 令 和 为 耳 的 一 点 , 把 有 ~ 有 
分 成 小 于 和 的 那些 数 的 集合 4 和 大 于 .x 的 集合 B. 因为 卫 包 含 
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11., 


这 点 中 的 任意 两 点 之 问 的 所 有 点 ( 见 定理 7.6 的 证 明 ), 可 见 4 的 
每 个 数 < 六 的 每 个 数 ,并 且 XX 的 每 个 数 < 于 召 中 的 每 个 数 .如 果 
旭 和 B 是 空 集 ,我 们 有 X= 及, 

情形 二 设 4 天 9 和 B=9， 应 用 第 5 节 习 题 11 可 得 到 数 a， 或 是 
4 中 的 最 大 数 或 是 冬 中 的 最 小 数 ;如 果 ae 4， 则 并 是 数 的 开 的 
半 直 线 使 ws<z< co, 如 果 aeX, 则 和 是 闭 的 半 直 线 a<z<oo。 
情形 2， 当 4=8 和 B89， 是 类 似 的 ， 在 情形 3 中 , 当 4#8 和 


.B 冯 ,我 们 应 用 第 5 节 习题 11 到 由 4 与 XUB 所 组 成 的 切割 ,来 


得 到 数 w 它 是 4 的 最 大 数 或 了 的 最 小 数 ， 还 应 用 这 习题 到 由 
4 UX 与 这 切割 以 得 到 数 b, 它 或 是 B 中 最 小 数 或 是 X 中 最 大 
数 ， 如 果 4=5, 则 革 是 单独 的 点 z。 如 果 a<b, 则 久 包含 开 区 间 
(o 5) 连 同 0 个 1 个 或 两 个 端点 

因为 区 间 是 闭 的 , 它们 的 交集 鲜 也 是 闭 的 ， 假 设立 包含 多 于 一 个 
点 ,如 果 和 2 是 民 的 任意 两 个 点 , 区 间 [z， 切 位 于 序列 的 每 个 区 
间 中 且 因 此 也 位 于 竺 中 ;所 以 卫 是 连通 的 ， 因 为 了 是 闭 的 并 且 有 
界 的 , 它 是 紧 致 的 ;并 且 因为 了 是 紧 致 的 并 且 连 通 的 , 它 是 闭 区 间 . 
令 了 ==[ao, 50]， 其 中 ao€ 4，bo€ B. 如 果 芽 的 中 点 力 在 和 4 中 ， 
令 卫 =[m, boj; 否则 令 收 = [ao mjJ. 用 这 个 方法 造 一 收缩 序 


列 , 使 对 于 每 个 0， yn 一 [an bo 是 71 的 一 半 ， an E 4, bn €B. 令 


6 是 所 有 的 1 的 公共 点 . c 的 每 个 邻 域 包含 1,， 对 于 足够 大 的 
所 以 它 包含 4 与 互 的 点 .于 是 ,如 果 ce 4, 则 4 不 是 开 集 , 如 果 
c€ B, 则 如 不 是 开 集 ， 这 与 很 设 4, B 是 一 个 分 离 相 矛盾 ， 因 为 
cE€EI,CcI=AUB, 


第 八 节 


《a) 见 第 6 节 习 题 12 的 解答 . 


《b) 限于 (a) 的 解答 中 的 同 胚 限制 在 [0，1) 上 . 

《e) 在 平面 了 中 ， 用 以 开 的 中 心 为 坐标 原点 的 极 坐标 (*，9) 定 义 
:XX 了 为 7, 9 一 (VC 一 9)， 9), 其 中 5 是 了 的 半径 . 
用 话 来 说 , 了 是 (a) 的 那 种 映射 ， 把 的 每 一 条 直径 拓扑 地 映 
成 那 包含 该 直径 的 直线 . 
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2 用 球 极 平 面 射影 ， 挖 去 一 点 的 一 个 圆 拓扑 等 价 于 一 条 直线 ; 中 
1(a), 这 直线 拓扑 等 价 于 一 开 区 间 。 另 一 方法 , 从 一 基点 开始 量 强 
长 ,就 把 控 去 一 点 的 圆 拓扑 地 映 成 一 开 区 间 , 其 长 度 是 圆周 长 ， 

3， 例如, 全 体 整数 的 集合 ; 所 有 正 有 理 数 的 集合 ， 所 有 正 无 理 数 的 集 


合 ; 集合 10， 于 ， 吉 ， 寺 ，…|} ;等 等. 

4. (a) 是 ; (b) 不 是 ; 0 的 每 个 邻 域 中 都 有 些 点 , 它们 与 0 不 连通 ; 
(ce) 是 ; (d) 不 是 . 

5. (a) 例如 , 全体 整数 集 ; 一 直线 ; 一 闭 的 半 直 线 . 

(b) 设 且 是 Em 中 的 闭 集 ,并 且 we 和， 对 于 任意 r>0, 令 B. 为 以 ， 
zt 为 中 心 的 、 以 ? 为 半径 的 w 维 闲 球体 ，N (zx, 7) cB,， 因 为 
.Br 闭 并 且 有 界 ， 它 是 紧 致 的 、 因为 是 闭 的 , Xn DB, 是 紧 至 
的 , 它 包含 No r+, X)， 

6. (a) 不 是 拓扑 的 ; 一 条 直线 是 无 界 的 , 拓扑 等 价 于 一 个 有 界 的 开 区 

间 . 

(b) 拓扑 的 . . | 

(¢) 不 是 拓扑 的 ; 任何 两 个 长 度 相同 或 不 向 的 线段 是 拓扑 等 价 
的 . 

(d) 拓 提 的 ，- 

《e) 不 是 拓扑 的 ; 例如 , 一 方形 拓扑 等 价 于 任意 四 边 形 ， 凸 的 或 四 
的 。 

(f) 拓扑 的 。 

(8g》 拓扑 的 ，. 

7. 马 了 是 拓扑 等 价 ,所 以 有 一 连续 一 对 一 的 函数 了 使 站 = 了 令 
0 为 了 了 的 一 个 开 履 盖 ; 对 于 每 一 个 Ue C, 令 太 = 六 D 并 且 令 
0"- 为 集合 UV' 的 族 . 因为 1 连续 , 每 一 DV' 是 开 集 、 因 为 C 覆盖 
JZ, 0' 惟 盖 了 X。 因为 和 是 紧 致 的 并 且 0' 是 对 的 一 个 由 开 舍 组 成 
的 覆盖 ，C' 包含 有 限 覆 盖 , 设 为 U1, Us, …, 0;。 则 0 中 对 应 的 集 
合 ru Do …， Ui 覆盖 了 ,因为 了 /XY 是 每 一 个 0,~fU1. 于 是 
了 是 紧 致 的 ， 

8. (a), (d), (e), (g), 
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第 九 节 


. 1/V 3. 


2. (a) 图 形 是 个 置 的 抛物 线 , 通过 (0， 0) 和 ( 0); 其 最 高 点 在 (1/2， 


[= 


处 . 
(bp》 不 是 , 例如 .70= 甩 =0. 
Ce) J0=0 和 fC3/4) =3/4. 


. 《a) 图 形 是 通过 (0, 1) 和 (1, 1) 的 抛物 线 ; 其 最 低 点 在 /2 3/9, 


《b) 不 是 ,例如 f0= 凡 =1, 广 !0 还 是 空 集 . 
《c) f1=1, 


、 我 们 证 明 ， 如 果 一 集合 了 拓扑 等 价 于 及, 了 必 有 间 样 的 性 质 ， 设 


及 :XX -> 了 是 一 个 辣 胚 ,并 且 f: 了 -> 了 是 连续 的 ， 则 有 1fhp: 了 > 及 
是 连续 的 。 令 zeE 开 为 2 及 的 一 个 不 动 点 , 即 h-1fhw=w、， 这 总 
含 fhz=hzx, 所 以 hzeE 了 是 了 的 一 个 不 动 点 . 


， 22， ，MX 或 wm 对 于 任意 不 等 于 1 的 正 数 m， 
.习题 5 中 的 每 一 种 ， | 
. 设 f 是 [0, 1) 的 满 的 自 映 射 。 因为 满 ， 有 一 个 be [0, 1), 使 用 = 


0. 如 果 5=0, 则 0 已 是 不 动 点 ; 所 以 设 b>0[ 与 0 不 是 不 动 点 
并 且 考 虞 区 间 [0, 5]]. 则 fz 一 z 在 z=0 处 是 正 数 ,但 在 z=b 处 


是 负数 ， 根 据 主要 定理 , fz 一 z=0, 对 于 某 个 we [0, 5]. 


第 十 节 


. 《a) 通过 Pp 作 加 0 的 切线 , 把 工 划 分 为 三 个 子 集 ; 即 切 线 写 七 的 


两 个 交点 4 与 5, 在 a 与 5 之 间 的 点 ,以 及 线段 ab 外 的 点 工 
的 在 与 之 间 的 每 一 个 点 有 两 个 原 象 ; a 与 5 各 有 一 个 原 
象 ; 工 的 线段 a2 外 的 每 一 个 点 没有 原 象 . : 

《b) 与 p 共 线 的 ,0 的 一 对 对 径 点 . 


. 工 的 每 个 点 恰 有 一 个 原 象 ， 这 个 射影 不 把 p' 映射 到 工 ; 并 且 射 影 


不 是 连续 的 , 因为 C 是 紧 致 的 而 工 不 是 . 


. 令 :D>D' 为 任意 映射 ,并 且 9:D' -， 刀 为 反射 ， 则 /与 9 的 复 


合 映射 gf;D -> DD 有 一 个 不 动 点 x, 并 且 9fx=z% 就 是 说 人 4 是 4 的 


“383 。 


反射 像 . 四 
， 作 上 与 对 极 映 射 9:D' 一 D 的 复合 映射 . 则 gf:D 一 DD 有 一 个 不 


, 令 :0->0 是 把 C 绕 V 自身 两 次 的 映射 ; 从 一 参考 点 开始 量 强 长 , 
把 弧 长 增加 两 倍 ( 例 如 用 {r, 0} 表示 以 C 的 中 心 为 极点 的 平面 极 
坐标 , 令 f{r, 外 = 妃 3 引 .) 则 了 把 每 一 对 对 径 点 映 成 一 个 点 ， 现 
在 再 作 /与 任意 一 个 非 便 同 映射 9:0 -> 五 例如 一 个 射影 ,的 复合 
映射 . 


第 十 一 节 
， 沿 着 通过 两 个 图 形 中 心 的 连 线 ， 切 一 刀 可 以 解决 这 个 问题 ， 如 果 
任意 两 个 煎饼 都 具有 关于 一 点 或 中 心 的 对 称 性 质 ， 这 方法 交 样 能 
行 得 通 . 

.仅仅 当 这 两 个 多 边 形 的 边 数 都 是 偶数 时 能 行 得 通 ; 如 果 一 个 多 边 
形 的 边 数 是 奇数 ， 这 方法 仅 当 一 个 顶点 在 中 心 线 上 时 才 行 得 通 . 
， 有 无 穷 多 种 切 法 : 通过 中 心 的 任意 一 对 垂直 的 直线 . 

， 任 一 个 解 的 x/2 的 旋转 仍 是 同一 个 解 . 

.以 圆 形 薄 饼 的 贺 心 为 中 心 " 选 一 足够 大 的 加 0, .把 这 两 他 注 前 饼 都 
包含 在 内 ， 令 为 C 的 半径 ， 对 每 一 x€0, 令 Ps 代表 不 规则 芒 
训 饼 在 me( 方 向 自 > 到 #) 左 侧 的 那 部 分 面积 , 令 @. 代表 xs 右 侧 部 
分 的 面积 ， 定 义 fz 为 差 P。=@. 在 站 的 对 径 点 好 处 ,左右 侧 颠 倒 
了 ; 所 以 fo ~jz， 因 为 了 连续 并 且 当 点 措 过 半圆 时 改变 正 负 
号 ,了 必 在 某 处 为 零 ， 站 

.用 半圆 形 的 万 , = zs 将 不 成 立 (半圆 绕 其 中 点 旋转 180" 不 能 变 
换 成 它 自身 多 对 于 旋转 180° 而 不 变 的 那 种 形状 的 刀 ， 例 如 ，8 形 
状 的 刀 , 论点 成 立 。 


第 十 二 节 


、 首先 观察 对 于 任何 “和 2/, 我 们 有 
[23—x?|=|z+z ||z—r |<(z| + 17 Dlr], 


如 果 z 与 e>f 已 知 , 取 6 为 1 与 e/(2lzl+1) 这 两 个 数 中 的 较 小 


1163。 


者 ， 如果 风 是 使 lw -zl<6 则 8<i 昔 含 | 咱 一 jz|+ 册 因而 
fzi + lz <21z{ +1i; 且 6<e/(21zl +I1) 萤 合 
1z2? -252 入 (2 十 |) lz—r |<C2Izl+D)|z -rx | <e. 
3. 令 7z 与 6>0 已 给 出 . 因为 g 在 2 处 连续 ,~ 存在 6,>0, 使 对 所 有 
x' EN (x, 6,), 
[gz—9g7x'|<= 
lfzr|llgx—gz’|<e/2 与 [gz'|<!gz{+1. 
因为 了 在 zx 处 连续 ,存在 5>0, 使 对 所 有 z'€ N(x, 65;)， 


[fz— jl< 可 TH 
那么 |gx'|lfe-fe'|< (lgrl+D)Ifr-fr|<e/2. 
现在 取 6 为 6, 与 8 中 较 小 者 ， 则 对 所 有 z'& NCz, 6) 
(fr lgc~ga'|+ |97' | |fe— fo'| <e/2+e/2=e, 
3. 常数 项 1 ， | 
4， 根 据 这 个 准则 , b>6, 多 项 式 因 式 分 解 为 
fr=s(5—3)(ct1), 
、 所 以 甩 > 有 对 于 x>3, fz<0 对 于 zl 
5. 2 一 25. 


€ po 
ZITTD 与 .lg 一 gz'| <1. | 
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二 . (a) 一 水 平 窗 条 ， 其 宽 等 于 的 直径 , 

(b) 一 水 平 直线 ， 

〈e) 水 平 窜 条 中 的 一 条 垂直 线段 . . 

(4) 斜 线 变换 成 人 上 的 螺旋 线 ， 并 且 投 影 成 一 波形 曲线 ， 在 窜 条 中 
上 下 振动 . 

《e) 如 果 点 2 不 在 窗 条 上 ， 则 广 :5= 亿 如果? 在 窄 条 的 边 上 ， 
广 12 是 沿 一 条 垂 线 上 的 均 即 相 陋 的 点 的 一 个 序列 $ 相 邻 两 点 
之 间 的 距离 为 2xr, 其 由 是 圆柱 的 半径 ， 如 果 2 在 窗 条 内 ， 
fp 又 是 一 条 垂 线 上 的 点 的 一 个 序列 ， 并 且 相 间 的 一 对 点 之 
间 的 距离 是 2ry。 人 
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2. (a) 象 fP 是 忆 中 的 以 原点 为 中 心 ， 以 8 的 半径 为 半径 的 圆 片 。 
(b) 在 球 极 平面 射影 下 , 直线 五 的 象 是 图 0, 它 是 通过 Pp 及 工 的 平 
面 与 3 的 交 线 而 挖 去 2 点 .如 果 C 处 于 2 的 半球 上 , 则 0 一 p 的 
象 是 通过 原点 的 椭圆 而 挖 去 原点 .如 果 0 同时 在 两 个 半球 上 ， 
则 0 一 p 的 象 是 连接 JP 的 边 上 两 点 的 一 对 椭圆 强 , 并 且 其 由 
之 一 通过 原点 . 
(6) 原 象 广 :9 是 4 自身 , 当 9 是 原点 或 4 是 在 JP 的 边 上 . 对 于 
fP 的 另 一 些 点 , f-19 是 一 对 点 . 
3，(a) 通过 s 的 一 条 直线 。 
G) 以 7 为 半径 的 一 个 圆 . 
(ce) 一 螺旋 线 , 其 到 * 的 距离 以 常 速率 增加 . 
(d) 见 图 85. 


第 十 四 和 节 


1. 如 果 D 是 贺 片 并 且 C 是 它 的 边界 圆 , 令 8 是 0 的 半圆 、 定 义 .FS 
是 恒 等 映 射 ,并 且 在 D 一 5S 上, 令 f 是 把 每 个 垂直 于 如 的 直径 的 线 
段 映射 到 其 自身 ,而 其 长 度 向 其 在 S 上 的 端点 缩短 一 半 , 然后 了 是 
全 到 六 国 区 域 7 a 白 外 等 价 于 四 片 的 任 
出 一 对 一 的 连续 玫 数 7: AoT, 
2. 站 条 半径 sz 刚体 地 映射 成 sgz. 
公共 弧 拓 扑 等 价 于 一 线段 ,所 以 , 拓扑 等 价 于 一 个 加 片 的 直径 。 
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自 河 题 工 可 知 ， 这 个 等 价 可 点 扩展 为 4 与 这 圆 片 的 一 个 半 贺 区 域 

同 胚 ， 也 可 以 扩展 为 如 与 另 一 个 半圆 区 域 同 且 ， 所 以 4U 了 与 一 

个 圆 片 同 胚 . 

.b 和 ce, 

. (a) 不 . 

(b) 在 图 14.3 中 三 处 剪 切 的 任何 两 个 都 会 得 到 一 个 与 圆 片 的 同 
航 象 . 

《ce) 三 个 前 切 。 


第 十 五 节 
， 沿 着 直径 折 选 刀 使 7D 形成 一 半 图 区 域 (或 半 个 图片 ); 那么 任 
何 y 和 fz 可 以 用 避 开 fC 的 折线 道路 连结 起 来 。 


第 十 六 节 


图 S56 
:根据 定理 4.6, 复合 映射 $f 是 连续 的 。 它 的 定义 域 是 [a, 5], 值 
域 是 P， 所 以 gf 是 卫 内 的 一 条 曲线 . 
.相似 变换 ， 廊 =a 十 #(6 一 4). | 
非 相 似 变换 ， 天 =a 十 如 (5 一 9), ?和 1 
第 十 七 节 


. 90°; ~ 90°, 


2. 41; B2; 01; DO; 五 2; FO; GT 
3. Al; B2; C1; D1; E2; F3; G2; Hi1; 11; 70, 
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第 十 八 节 
对 于 那些 本 交 0 的 , 4, B, 0, 思 与 G。 
.除去 了 外 ,所 有 的 区 域 . 
(a) f0: 一 半 图 . 
fD; 半圆 与 直径 所 包围 的 区 域 中 所 有 的 成. 
(b) 研 =0. 这 说 明 W 半 0 是 y=fz 的 解 存在 的 一 个 充分 条 件 , 它 
不 是 必要 条 件 ; 也 就 是 说 , 甚至 于 在 =0 时 ， 解 可 以 存在 , 


第 二 十 节 


’ Wy Ww, 2 y, 8. 
2. wu, 350;w, —10;%x, 90;y, 180; s, 330., 


第 二 十 一 节 

. 图 22.5 给 出 一 个 解 ; 有 许多 其 他 的 解 。 例如 , 整个 曲线 组 成 的 这 

平凡 划分 对 于 中 的 每 一 个 点 而 言 ,是 足够 细 的 . 

(a) 从 a 到 a 的 一 段 . 

(b) 是 ,从 了 到 a 的 一 段 , 

(e) 点 了 与 < 把 且 线 划分 为 两 臣 ， 它 们 之 中 的 每 一 个 都 是 在 y 处 
的 短 曲线 。 


、 第 二 十 二 节 

1. 零 ， 

2. (a) 从 a 到 4a. 20 一 270+ (2 一 0)360= 十 470. 
从 5 到 g: 350 一 90+《2 一 2)360 一 +260，. 

(b) 2. 

《ec) 例如 ， 与 图 中 所 示 射线 反 向 的 射线 ， 或 只 与 9 交 两 次 的 任何 以 
y 为 起 点 的 射线 , 


第 二 十 三 节 , 
.4(9pb y)=++470; AC(gs, y) = - 30; ACp|[to, ty], =+440. 
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第 二 十 四 节 

1. 号 中 的 任意 闭 曲 线 9 与 P 中 在 点 y 处 的 任意 常 曲线 是 线性 辣 伦 
的 : 从 pg 上 每 一 点 gt 画 一 pt 到 y 的 线段 ;这 是 gt 所 走 的 道路 . 

2、 对 于 teEf[a, 四 和 zz€f{f0, 1], 令 BG, 7)=9pCra+《(1 一 7)t)， 则 
Dt, 0) 一 gt 和 (lt, 1)=pa，qpt 在 同 伦 下 所 走 的 道路 是 限制 
gif 委 , 但 取 反 向 . | 

3， 加 果 @ 是 一 对 变数 (t, 7) 的 矩形 使 i€ [a, cj 和 7€ [0, 4, 则 用 铅 
垂 线 1=b 把 @ 分 成 两 个 矩形 @ 与 @ ,从 而 纺 是 矩形 %,， 8 的 并 
集 . 令 @:@' > 了 与 2:0” 一 了 分 别 是 从 gl[a, 9] 与 pl[b, oJ 
到 点 gb 这 常 映射 的 同 伦 , 使 3'(5, 7)= 一 gb 二 JB"(5b, 5) 对 于 所 有 的 
T€ [0, 1J. 则 作 与 @" 合并 而 规定 一 映射 :8 一 了 ,其 中 人 B18 = 
oo 与 下 14 一 有 

4. 命 D'(t, 5) =D(t, 1 -7). 

第 二 十 五 节 

TI 从 图 wo 的 中 心 到 圆 p1 的 中 心 的 向 量 是 从 g。 到 9 的 一 个 不 与 y 相 
交 的 同 伦 ， 

2. 线性 同 伦 与 y 不 相交 ; 它 与 * 相交 . 

3. 在 这 同 伦 情 形 ， 9o 与 3 9 的 方向 不 相对 应 ， 如 果 把 一 个 方向 倒转 

第 二 十 六 地 

1 把 [0, 了 分 成 四 个 子 区 间 [0， 子 |[ 子 ， 雪 ] 等 等 .把 这 四 个 区 间 因 
相似 变换 映 成 矩形 片 D' 前 边界 0' 的 相应 的 边 , 就 有 映射 0:[0, 匡 
> 0". 8W' 是 从 gp 到 D' 的 中 心 这 常 闭 曲 线 的 线性 同 伦 、 不 需要 其 
他 修改 。 

第 二 十 七 节 : 

1. 定理 ， 令 7 有 一 了 是 把 一 矩形 区 域 本 有 映 到 一 个 平面 , 使 保持 也 
的 周 界 召 的 每 一 点 不 动 ; 则 象 ff 包含 所 有 的 五 。 

。158。 


推论 ， 不 存在 一 个 连续 映射 , 把 矩形 区 域 映 到 其 周 界 , 保持 周 界 的 
每 一 点 不 动 . 
定理 的 证 明 . 根据 提示 , 令 h:P 一 P, 使 
hD=F. 

则 凡 把 忆 映 到 PP, h-1f4 把 DD 上 映 到 号 .根据 hh 的 人 性质, 如 果 y 是 
DD 的 边界 C 的 一 点 , 则 hy EB 与 fhy 一 By。， 所 以 

rl fny=y, 
h"1f4 是 把 一 贺 片 映 到 一 平面 ， 使 其 边界 圆 的 每 一 个 点 不 动 ， 根 
据 本 节 中 的 定理 , hr71fhDD 包含 也 的 所 有 点 ; 也 就 是 说 ， 


hifh DoD, 
所 以 FDIRD. 
因为 hD=m, 
这 最 后 一 句 话 就 说 
fFIOF. 


“ 令 信 D-y 一 0g 为 从 点 y 出 发 的 满 投 影 ， 即 对 于 x€ED~y,，fz 
为 通过 x 与 y 的 直线 及 0 一 y 的 交点 。 ， 
:从 如 到 C 的 径 向 射影 , 


4 〈a) 例如 ,到 直径 的 垂直 射影 。 


(b) 到 固定 点 的 常 映射 

. 不 存在 从 线段 s 到 其 两 端点 的 , 保持 两 端点 都 不 动 的 连续 映射 . 因 
为 是 连 通 的 任意 “的 转 和 是 连通 的 ， 但是 两 个 点 的 集合 不 是 
连通 的 。 


第 二 十 八 节 

(a) 中心. 

(b》 该 直径 。 

(e) 中心. 

(4) 中 心 连 线 上 的 一 个 点 ， 它 与 D 的 中 心 之 间 的 距离 为 半径 的 
2/3, 

(e) 复合 映射 了 把 水 平 直 径 厂 映 到 它 自身 ， 在 荆 上 取 # 为 从 标 系 
的 原点 ,用 > 表示 点 的 坐标 。 我 们 得 到 
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(f》 水 平 直径 映 到 其 自身 的 映射 还 是 
I 
fz= 可 |2| 一 可 


不 动 点 在 ， 5 一 一 名 + 处 
2. 见 第 九 节 习 题 4 的 解答 . 


第 三 十 节 
1 《6) 了 是 本 节 讨 沦 的 党 映射; 场 中 的 所 肌 量 是 互相 平行 而 且 等 长 
及 同 向 . 
(b) 因为 fx= 从 出 发 与 (of) 平行 等 长 同 向 的 向 量 , 终止 
于 这 样 的 点 九 从 o 到 yg 的 距离 两 倍 于 dlo, z); (0 扔 沿 
(o, x) 并且 是 它 的 长 度 的 两 倍 ， 
(e) 对 于 每 一 个 m，uz 始 于 xz 终止 于 原点 。 
(d) 令 变换 用 向 量 (0, c) 来 描写 ， 而 且 令 是 一 个 点 ， 使 o 为 
从 4 到 < 这 线段 的 中 点 。 则 变换 把 点 变 为 o。 向 量 场 在 这 
个 点 处 的 向 量 是 零 向 量 ， 场 中 所 有 其 他 向 量 按 下 面 的 方式 从 
点 s* 辐 射 ”而 得 到 ， 对 于 平面 中 的 每 一 点 zj wz 是 从 z 发 出 
的 在 直线 sr 上 远离 s 的 向 量 , 其 长 度 等 于 从 * 到 z 的 距离 . 
(e》 设 直线 荆 为 定义 反射 + 的 直线 . 令 代 为 任意 点 z+ 在 上 的 
垂直 射影 . 划 wz 是 从 z 到 五 上 的 点 x" 的 向 量 , 这 里 oz/ 两 倍 
于 ow', 且 在 oz' 同 侧 ， 


第 三 十 一 节 


1. 不 ; wz 在 * 处 没有 定义 ， 并 且 无 法 在 该 处 定义 使 得 具有 连续 
性 . 
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外 法 线 内 法 线 
全 | 划 | 元 | 垂直 于 0s 的 直 | C 与 oz 的 延长 | C 与 os 的 交点 处 
径 的 两 个 端点 处 ”| 线 的 交点 处 - 


C 上 的 所 有 点 ”无 
通过 0 与 z 的 直 无 
径 的 端点 


在 从 0o 出 发 的 外 | 在 0 与 0z 的 延 | 在 2 与 oz 的 交 
切线 的 切 点 处 长 线 的 交点 处 点 处 


在 从 o 出 发 的 外 | 在 C 与 oz 的 延 | 在 0 与 oz 的 交 
切线 切 点 的 对 径 点 | 长 线 的 交点 处 点 处 . 
处 


在 两 个 点 处 , 它 | ”在 对 应 于 fC 与 | 在 对 应 于 fC 与 
们 的 平移 像 Jz 是 | 0fz 延长 线 的 交点 | ofz 的 交点 处 
从 0 出 发 到 fC 的 | 处 . 
切线 上 的 切 点 


一 1| 。| ”在 与 选 定 的 直径 | ”在 选 定 的 直径 的 | ”在 与 涵 定 的 直径 
成 估 * 的 四 个 半径 | 两 个 端点 处 委 直 的 直径 的 两 端 
的 端点 处 点 处 : | 


第 三 十 二 节 
1. (a) 令 P' 是 通过 z 垂直 于 了 的 平面 , 它 与 8 相交 于 CG; 则 C 上 所 
有 的 点 成 与 了 的 交点 而且 0 的 所 有 的 各 对 对 径 点 部 
具有 同一 象 点 . 
(b) 这 对 (0, r+, 0), (0, 一 +， 0). 
2， 选 定 一 球 刁 ,其 球 心 在 人 @ 点 ,而 且 令 是 从 8 出 发 的 从 到 5 的 
径 向 射影 ， 则 产 是 一 个 同 胚 , 它 把 5 上 的 通常 的 对 径 点 乌 映 成 
S 上 奇特 的 对 径 点 hl4, jw。 从 给 出 的 了 ;5S>P, 我 们 得 到 复合 映 
射 帮 :5 -> P。 具 有 同一 象 点 的 8 上 的 一 对 对 径 点 ww 给 出 具有 
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同一 象 点 的 8 上 的 一 对 奇特 的 对 径 点 pe， pi. 
3,， 用 与 上 题 类 似 的 方法 ， 例 如 , 用 径 向 射影 ， 丙种 表面 的 任何 一 种 与 
球 是 同 胚 的 ; 从 而 可 得 问题 的 结论 . 


第 三 十 三 节 

1, 通过 三 个 立体 的 中 心 的 平面 . 

2. 所 有 通过 B 的 轴 的 平面 形成 一 平面 族 , 其 中 每 一 个 可 把 4 与 B 二 
者 对 半 划 分 。 取 一 个 足够 大 的 球 , 使 它 包含 这 三 个 立体 ,以 避 的 轴 
了 为 直径 , 以 * 为 中 心 ， 垂 直 于 Z[ 并 且 通 过 * 的] 的 平面 上 的 大 回 
召 的 每 一 点 思 确定 族 中 的 垂直 于 sf 的 平面 Ps Ps 的 包含 2 的 
一 们 称 为 Ps 的 正 侧 。 令 了 为 C 的 在 Ps 的 正 侧 的 那 部 分 体积 ， 
Ws 为 C 的 在 Po 的 负 侧 的 那 部 分 体积 。 定义 fz 为 差 六 .一 Wo. 则 
对 于 对 径 点 xz, 我们 有 fw'= -fxz. 因为 了 是 连续 的 , 在 加 的 半 
圆 的 某 处 它 必 为 零 . 


第 三 十 四 节 
1. 考虑 球 的 点 处 的 切 平面 与 每 一 个 向 量 wz 的 在 这 切 平面 上 的 垂直 
射影 wz; uw 是 一 个 连续 的 切 向 量 场 ,所 以 根据 定理 在 菜 点 处 为 等 ; 
因为 每 个 wz 是 非 零 向 量 , 具有 切 向 分 量 为 零 的 向 重 是 法 向 的 . 
2。 径 向 射影 把 椭 球 及 其 切 向 量 场 满 映射 成 一 个 球 及 一 与 球 相 切 的 向 
。 量 场 ， 这 映射 是 连续 的 ,而 且 零 向 量 仍 映射 为 鹤 向 重 ， 


第 三 十 五 荫 
I. (a) 向 左 平移 4 个 单位 . 

Cb) 向 上 平移 3 个 单位 , 

《c) 向 东南 平移 V 3 个 单位 。 

《d) 径 向 放大 2 倍 , 一 相似 变换 
-…“《e) 绕 原 点 旋转 3180”. 人 
” (区 绕 原 点 旋转 90°. . 

. 《g) 绕 原点 旋转 45%,; 然后 放大 M2 倍 ， 

(h》 和 前 面 一 样 ,然后 向 下 平移 3 个 单位 。 
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: 在 例子 中 联 m=2 人 了 得 


(i) 象 本 节 中 所 描写 能 22， 然 后 绕 原 点 旋转 90"， 最 后 向 东北 平 
移 3V 3 个 单位 
(j) 对 单位 圆 的 反 演 , 随 之 以 对 zx 轴 的 反射 。 


第 三 十 六 节 


.如 果 26 互 ， 命 *= |s[。 因为 *>yo， 这 证 明 适 用 于 半径 为 了 的 贺 


0, 并 且说 明 9(2, 可 不 是 零 , 对 于 zE 也 和 re [0, 1， 所 以 g， 从 
而 ,在 五 中 没有 零 


+ (a) (4.3)1, 07/2, (4.2)1/3, (4. .5)14 中 最 大 的 是 n=12， 


Cb) gb#) 一 可 /C2) 一 2 十 于 襄 一 5 《7/2)24 与 (21/2)2 中 


2 
最 大 的 是 70= (21/2)1%. 
《c)》 yo 一 4V5. 


， fz=4(3 (1+ — (2—i)s+2). 3V3, (3V 565), (3.2)12 


中 最 大 的 是 10=(3MV 5 )12， 近 似 于 6.7， 根 2， 一 十 1 的 第 对 值 是 - 
2, 1 和 |. 


，(a) 零 是 在 点 -2/3 与 5 处 ,而 且 m=26/3. 


(b) 零 是 在 点 (1 土 1V3)/3 处 ， 其 绝对 值 为 V3/3, 而 且 %0= 
3. 


、 取 关于 h(#) 的 公式 的 绝对 值 , 用 下 面 的 事实 : 和 的 绝对 值 至 多 是 


对 值 的 和 ; 这 给 出 
‘nl< t+ et [asl- + + 


央 为 右边 是 Sl 我 们 有 ho- <1. 现在 继续 定理 36 1 的 证 明 
的 最 后 五 旬 。 


[=~1| _7 ， . ri 
- 豆 了 + 4 + 8™8™l. 
所 以 半径 为 3 的 四 片 包 含 多 项 式 的 所 有 零 值 . (与 [到 再 86 i 1 全 


明 中 的 ] 近 似 于 2， 5 的 15 相 比 较 ， ) 


ne 


ea 193。 


一 ”日 
一 对 一 的 函数 ”one-to-one funetion， 
138, 18 | 
一 曲线 所 扫 过 的 角 angle swept out 
by a curve, 111, 115 
0M 维 食 mm-dimensional box,52 
组 nn-tuple, 12 


二 画 
十 进位 小 数 展开 式 decimal expan- 


gion, 42 
三 天 
三 角 不 等 式 triangle ineduality, 21 
上 界 “upper bound, 57 

下 界 lower bound, 58 . 

子 集 subset, 12 


了 
1 


四 画 

不 动 点 fixed point, 78 

不 连续 函数 ”discontinuous function， 
10, 23 2 

不 连通 ，diseognpptea -a 

完全 totally,77 7: 

有 反射 ”reflection, 15 

有 反 函 数 inverse function, 18 

元 素 


es 194 。 


element, 13 


和 


二 引 


分 离 “ separation，61 
开 集 open set, 28 
开 区 间 open interval, 10 
开 覆 盖 ”open covering, 50 
切 向 量 场 tangent field, 154 
. 区 向 interval 

开 open, 10 

半 开 balf-open, 10 

图 closod, 10 
内 萄 的 ”intrinsic, 39 


五 画 加 


半 开 区 间 bhalf-opon interval, 10 


正则 收缩 序列 ”regularly contract 
ing sequence, 44 

平移 translation, 14 

平 环 annulus, 59 

包含 contain, 12; inelusion, 18 

振甫 数 ! enclosing numbsr, 166 

边界 boundary, 99 ' ~ 

对 径 贞 ,digxhetripal poinits, 80 

对 极点 antipodal points，81; 或 对 


“和 径 点 antipodal points, 146 
-对 候 必 “Unality; 85 2 


7 症 集 ，eenvyex sot, 66 
代数 的 基本 定理 fundamental the- 
orem of algebra，165 


代 德 金 分 割 ”Dedekind cut, 48 ~ 


六 画 


并 集 ounion, 10, 12 
划分 partition, 115 
充分 地 细 的 
115 
的 顶点 vertex of, 117 
场 fiela 
切线 tangent, 154 
向 量 vector, 139 
闭 集 cloged get, 34 
闭 区 间 cloged interval, 10 
闭 曲 线 cloged Gare, 103 
局 伦 bomotopy， 1 
线性 Jinear， 124 
同 有 呀 homeomorphism, 71 
闻 调 “homology, 169 
曲线 curve, 103 
闭 “elosed, 103 
所 扫 过 的 角 :Sangje swept oat 
by, 111, 115 
常 eqnstant, 107, 118 
短 short,113 | 
刚体 函数 Tig 这 funotion, 2 
多 项 式 pelynomigk .， ， 
实数 系数 ”real eoefficients，70 
复数 系数 ”complex coefieienta， 
130 . 
有 界 的 ”bounded, 48 
全 等 ”aopgraence, 15 
交集 ”intersection, 12 
向 最 场 vector field, 139 
的 指数 index of, 143 
收缩 contraotion, 15 
收缩 序列 conbrmobhl gequence，44 


4 


收 统 到 一 点 shrink to & poin4, 127 


suffioiently fine, 


.收缩 核 retract 185 .一 
七 . 画 
补 集 complement, 13. .4 
完全 性 ”completcneas, 44 
完全 不 连通 “totally disconnected,77 
邻 域 neighborhood, 82 ， 
连通 connected 51 
局 部 地 locally, 77 
连通 性 ”eonnectedness, 61 
连续 函数 ”continuous function，10， 
23 i 
序列 sequence Bedi 
区 间 的 of intervals, 43 
正则 收缩 regularly 。 Contract- 
ing, 44 
收缩 的 ”6ontracting, 44 
形变 . deformation, 1 
围绕 数 winding number, 103,105, 
121 


八 画 
放大 expansion, 15 ，， 
定义 域 domain,18 。 
折 站 性 质 topological property, .69 
拓扑 等 价 topological equiyalermo, 
71 
径 向 射影 、radial projection, 16 - 
空间 .spaee, 39 i: 
空 集 empty set, 13 
环 面 torus, 33 “ 
环绕 数 linking nomber, 1 
画 数 .tanction, 13 本 
一 对 一 的 9 one 人 one, 13,,48 … 
不 连续 dianontinuoug, 10,.33 


» 198 。 


及 nverge,: 护 “ 
包含 “ inclvsion, 18 
连续 、contijitions,*10, 23 . 


， 恒 阿 
常 constant, 18 
” 数值 “numerical, 14 
满 onto, 人 14 
限制 ”restrfetion, 47 
线性 同 伦 linsar hbmotopy, 124 


te, mn 
i 九 画 
'` 界 bound 
上 upper, 57 

* .下 lower, 58 

复合 composltion, 17，。 

相似 变换 similarity, 15 .，:; ... 
恒 同 函数 ，identity. 各 aptions 18 , 
星 形 star-shaped, 67 os 
映射 ”mapping, 23 


十 画 

贺 片 disk, 99 -- 

紧 致 eompacet， 40 | 
, 局 部 地 locally, 1 
值 域 iange 苑 :5 


: 诬 银 或 到 象 jyetee image, 13，17 


*” 射 喇 Projection 
w 和 王 届 perpendicular, 15 
径 向 Tadial, 16 
| 


十 一 画 
鄙 cyclé, 135 
常 曲 恨 comtant gurve, 107, :118 
常 岗 最 场 cons 委 nt fiold, 149 
常 请 数 ”conatant fuactiony 38 


"06 。 


identity, 18 、 


夭 极 平面 stereogiagiie; 2 : . 


旋转 rotation， 舌 
球 极 平面 射影 ”stereographic ”pro- 
jection, 20 | 
象 ipmagp 12 , ， 
原 或 反 inverse, 13, 17 ; 
距离 distance, 31 


十 二 画 
链 ”chain, 169 
短 曲 线 short curve, 112 
集合 set 
开 open, 23 
由 convex, 66 
闭 cloged, 34 
连通 connected, 61 
等 价 图 形 equivalent configurations, : : 
75 i 一 
等 价 的 向 量 eduivalent vectors, 141 | 
-| 1 


数 -number | 
代数 algebraie, 40, 42 
包 襄 enclosing, 166  . | 
有 理 rational, 40. | | 
纯 虑 ”pure imapginary, 159 | 
实 real, 40, 42 | 
围绕 wirding, 103 | 
环绕 linking, 168 | 
复 ”complex, 159 
超越 ”transcendental, 40 

零 向 量 zero vector, 140 

春 合 congruent; 132 

满 函数 onto function, 13 


十 四 汤 以 上 | 


禾 芋 covering, 50”: 


